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Este trabalho trata da aplicação do Método dos 
Elementos de Contorno aos problemas de campo com domínio tri 
dimensional isótropo, em regime permanente, governados pela 
equação de Poisson. 
Inicialmente, sao descritos o problema e o méto 
do para, em seguida, apresentar-se a aplicação propriamente 
dita do método, seu desenvolvimento e um programa em lingu~ 
gem FORTRAN para computadores B-6700 que sistematiza a solu 
çao proposta. 
A título de ilustração, sao efetuadas aplicações 
do modelo desenvolvido a problemas de transferência de calor 
e de fluxo de água nos solos com as características previ~ 
tas (regime permanente e meio isótropo). 
Em apêndice, inclui-se o manual de utilização 
do programa, bem como, uma listagem do mesmo. 
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A B S T R A C T 
This work deals with the application of the 
Eoundary Element Method to the potencial problems which bear 
an isotropic three-dimensional domain, are in 
regime and are governed by Poisson's Equation. 
permanent 
The problem and the method are described at 
first. Then the application of the method and 
development are followed by the description of a 
its 
FORTRAN 
program for B-6700 computer, which sistematizes the proposed 
solution. 
For illustration purposes, applications of the 
developed model to problems of Heat Transfer, and of Water 
Flow in Soil with anticipated characteristics 
regime and isotropic environment) are presented. 
A detailed instruction for program 
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APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE 
' 
CONTORNO A PROBLEMAS DE CAMPO 
1 
CAPITULO I 
I N T R O D U C A O , 
Os métodos numéricos há muito vêem constatando a sua 
importância na solução dos mais diversos problemas da Engenh~ 
ria. Com o advento dos computadores eles se tornaram fundamenta 
is no desenvolvimento de novas técnicas aplicadas a problemas 
dos mais diferentes graus de complexidade. Dentre eles figura o 
Método dos Elementos de Contorno que vem aceleradamente compr~ 
vando a sua importância devido a sua forma simples de apresent~ 
çao e a sua já comprovada eficiência no tratamento de problemas 
de campo e de elasticidade linear1 . Embora seja um método nume 
rico recente, já apresenta, teoricamente, algumas vantagens so 
bre os métodos hoje mais comuns e bem mais estudados e desenvol 
vidas, como o Método dos Elementos Finitos e o Método das Dife 
renças Finitas. Neste trabalho enumeramos as principais carac 
terísticas do Método dos Elementos de Contorno no objetivo de de 
monstrar suas citadas simplicidade e eficiência e de justificar 
a clara necessidade de se estabelecer, cada vez mais, pesquisas 
visando o seu aprimoramento e a ampliação do seu "campo de a 
ção". 
A denominação "Método dos Elementos de Contorno" 
criada no Departamento de Engenharia Civil da Universidade 
Southampton1 , decorre da sua principal particularidade, qual 
de 
se 
ja, a de reduzir em uma dimensão, a análise do problema em que~ 
tão. Isto é, somente o contorno ou a superfície limite do domí 
nio é que é considerada na formulação final do método. 
O principal objetivo deste trabalho reside na forrou 
lação do Método dos Elementos de Contorno para problemas de cam 
po em regime permanente num domínio tridimensional e isótropo 
considerando para tanto 
a) a equação de Poisson como referência inicial para represent~ 
ção matemática de tais problemas e 
b) o contorno discretizado em elementos triangulares sobre os 
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quais admite-se variarem linearmente as funções fundamenta 
is do problema, a saber, o potencial e a sua derivada em 
relação à normal à superfície equipotencial, para apresenta 
ção de uma solução numérica. 
Alguns problemas de campo requerem uma represent~ 
çao mais completa ou mais sofisticada do que a simples equaçao 
de Poisson como veremos no capítulo a seguir. Este fato,porém, 
não exclui totalmente a generalidade deste trabalho, visto que 
para estes casos teremos, apenas 
quação, alguns outros termos que 
que acrescentar à referida e 
a completariam. 
tanto, de uma ampliação a ser processada e não de 
radical no que aqui se apresenta. 
Trata-se, PºE 
uma alteração 
A consideração de outros elementos que nao os refe 
ridos elementos triangulares com variação linear, exigiria so 
mente a simples mudança das funções de interpolação que espec! 
ficam a variação do potencial e da sua derivada sobre o contor 
no, nao oferecendo, portanto, maior relevância no objetivo da 
pesquisa, o que, contudo, não deixa de ser objeto de grande im 
portância na medida que fornecerá maior flexibilidade nas apl! 
cações práticas do estudo apresentado. 
Na sua parte final, o trabalho apresenta exemplos 
ilustrativos resolvidos por um programa elaborado na linguagem 
FORTRAN para o computador B-6700, que certificam, como veremos 
na discussão dos mesmos, a importância do Método dos Elementos 
de Contorno aplicado a problemas de campo e, por extensão,a ou 
tros frequentes problemas da Engenharia. 
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•CAPITULO II 
O PROBLEMA DE CAMPO 
10s problemas de campo abrangem um grande número de 
questões na Engenharia e podem ser representados matematicamen 
te de diversas maneiras dependendo do tipo de problema, de suas 
particularidades e das suas condições de contorno. 
todo o problema de campo na sua forma mais simples 
tação pode ser governado pela equação de Laplace 
\7 2 U = o 
ou pela equaçao de Poisson 






U e P sao grandezas que dependem do tipo de problema. 
De maneira geral, podemos definir o problema de 
campo como sendo todo problema que envolve "redes de fluxo" num 
determinado meio ou domínio. Estas redes de fluxo são conheci 
das como malhas compostas por linhas de fluxo e linhas equip~ 
tenciais que, para um meio isótropo e em regime permanente (ou 
seja, com os potenciais constantes ao longo do tempo), sao orto 
gonais entre si. Os problemas de campo mais comuns na Engenh~ 
ria sao os problemas de Transferência de Calor, Fluxo de Líqu! 
dos nos solos ou quaisquer meios porosos, problemas de corrente 
elétrica ou potencial eletro-magnético, Transporte de Sólidos, 
Torção numa barra, entre outros. 
Resolver um problema de campo consiste basicamente 
em determinar a rede de fluxo no domínio em questão, a partir 
das suas condições de contorno, isto é, estudar a conecção exi~ 
tente entre a distribuição do potencial no domínio e os fluxos 
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que nele surgem. Estas condições de contorno apresentam-se na 
forma : 
~ 
a) u = u em s1 (potencial prescrito no contorno s1 ) 
b) q = q em s 2 (fluxo prescrito no contorno s 2 ) 
Em geral, o fluxo através de um elemento de area p~ 
de ser escrito como 
onde Q e o fluxo total, 
q e o fluxo por unidade de área e de tempo, 
dA e o elemento de área e 
dt é a variação do tempo. 
O valor de q pode ser determinado pela relação 
(II-3) 
q = -K ( Vu) (II-4) 
conhecida como lei de Fourier ou equaçao de Biot-Fourier, onde 
K é uma propriedade física do material do domínio que depende, 
naturalmente, do problema,e 
Vu = au 
an 
que é conhecido como gradiente do potencial, sendo na 
a uma superfície ou linha equipotencial. 
(II-5) 
normal 
Se considerarmos que K tem um valor constante pod~ 
mos substituir a segunda condição de contorno, q = q, por 
Vu = q, (II-6) 
onde q, agora,é o gradiente prescrito no contorno s2 . 
O valor do fluxo q decorre portanto da equaçao 
(II-4). Como vemos, o fluxo terá sempre sentido oposto ao do 
gradiente visto que a constante K é positiva. Este fato 




e significa que o fluxo, entre dois pontos do domínio, se dese~ 
volve do ponto de maior potencial ao ponto de menor potencial. 
Em muitos poucos casos conhecemos a solução exata 
para os diversos tipos de problemas de campo que se apresentam 
na prática, o que nos leva, portanto, a recorrer aos métodos nu 
méricos na tentativa de solucioná-los. No presente trabalho 
tentamos dar alguns passos no objetivo de conseguirmos algum de 
senvolvimento na aplicação do Método dos Elementos de Contorno 
a problemas de campo com domínio tridimensional e isótropo, re 
gidos ou representados pela equação de Poisson acima indicada, 
ou seja, em regime permanente. 
Abordaremos especificamente dois tipos de problemas 
de campo: 
a) Transferência de Calor e 
b) Fluxo de Água nos Solos. 
Transferência de Calor 
Num problema de Transferência de Calor o potencial 
e a temperatura e o fluxo é o fluxo de calor, ou seja, 
U = T e 
q = - K oT, 
n ari: 
onde Te a temperatura, 
(II-7) 
(II-8) 
é o gradiente de temperatura (derivada da tem 
peratura em relação à normal a superfície e 
quipotencial ou isotérmica) e 
K é a condutividade térmica do material do domí n 
nio, na direção n. 
A equaçao diferencial básica da propagaçao de calor 
num meio material em regime transiente é, segundo a 
mica 2 , a que segue: 
Termodinâ 
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a (K aT ) + a (K aT) + a 
ÔX X ôX ôy y ôY ÔZ 
(K aT) + q + Mµ Diss F (w) = 






DT - M !212. (II-9) 
dt dt 
K x' K e K [Kcal/mh ºe] sao as condutividades térmicas y z 
nas direções x, y e z, 
qv (:Kcal/m 3h] é o calor gerado internamente no domínio 




µLKcal/m 2 j é a viscosidade dinâmica do domínio, 
c ~cal/Kg 0 ~ é o calor específico, 
y [Kg/m3J é o peso específico do material do domínio, 






é a velocidade de fluxo num dado ponto e num 
tante de tempo. 












que e conhecida como "função 
ins 
Dissi 
pação", onde w , w e wz sao os valores da velocidade nas 
X y 
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direções x, y e z. 
Se a propagaçao de calor se procede num meio isótro 
po e em regime permanente, a função Dissipação e o 
mo da equaçao (II-9) se anulam, e K = K = K = K 
X y z 






TJ+ K cl2'l'. qv = o 
clx 2 cly 2 clz 2 
que e a equaçao de Poisson 
como mostrada no princípio do capítulo, onde Pé o 









A equaçao (II-11) pode ser usada para representar 
um vasto número de problemas de transferéncia de calor. Neste 
trabalho mostraremos um exemplo prático de condução de calor 
através das paredes de uma estrutura cujo modelo assemelha-se ao 
de um vaso de pressão de um reator nuclear. 
Fluxo de Àgua nos Solos 
Nos problemas de fluxo de água nos solos ou de fil 
tração, como sao conhecidos, o potencial é a pressao ou a carga 
total representada pela altura h da lâmina d'água sobre o solo 
e o fluxo é o fluxo de água através do mesmo solo, 
por 
u = h 
q =-K n 
e 





onde Kn e a permeabilidade na direção n, num determinado ponto 
e 
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i = ah e o gradiente hidráulico. 
an 
Segundo a Mecánica dos Solos a equaçao que represeg 
ta o problema de filtração nos solos pode ser escrita da manei 
ra como segue 3 
(K + aK dx) a 2 h + aK ah + (K + ~ dy) a 2 h + X X 
X ax ãx7 ax ax y ay a? 
+ aK ah + (K + 
aK dz) a 2 h + aK ah __:;f_ z z = 
ay ay z az ãz7 az az 
= 1 (e as + s ae) (II-14) 
l+e ãt at 
onde K, K e Kz sao as permeabilidades num determinado ponto 
X y 
nas direções x, y e z, respectivamente, 
e e o índice de vazios do solo e 
Sé o grau de saturação do solo. 
Observemos que se as permeabilidades Kx' Ky e Kz sao 
constantes em suas respectivas direções, ou seja, se elas nao 
variam pontualmente, a equaçao (II-14) se apresenta numa forma 
bem mais simples, 
1 
l+e 
visto que, dessa forma, os valores 
nulos. 





Se ainda supomos o fluxo estacionário, ou seja, que 
as grandezas Se e são constantes, e que a permeabilidade é 
constante e igual a K em todas as direções, a equação acima p~ 
de ser simplificada mais uma vez e apresentar-se como 
(II-16) 
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que e, naturalmente, a já citada equaçao de Laplace para um do 
mínio tridimensional. 
A equaçao (II-16) nos possibilita representar uma 
série de problemas de filtração (meio isótropo e regime perm~ 
nente) que a Mecánica dos Solos nos oferece. Para um fluxo uni 
ou bi-dimensional tem-se conseguido, com certa facilidade, tra 
çar as redes de fluxo pertinentes a cada tipo de problema de fil 
tração que nos ocorre, o que não acontece quando o fluxo obser 
vado é tridimensional, para o qual as dificuldades em se deter 
minar a carga total ou o fluxo em qualquer direção são bem mais 
acentuadas. Surge daí a principal importância da aplicação de 
métodos numéricos na solução de tal problema. Na fase final 
deste trabalho, apresentaremos uma aplicação singela porém si~ 
nificativa do Método dos Elementos de Contorno a um problema 
desta natureza. Trata-se, como veremos, do estudo do fluxo de 
âgua sob uma barragem de concreto. 




O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO E SUA 
APLICAÇAO AOS PROBLEMAS DE CAMPO 
Os métodos de contorno sao aqueles em que estabele 
cemos funções aproximadas de maneira a satisfazerem à equaçao 
que governa o fenômeno estudado, em seu domínio, sem necessari~ 
mente satisfazerem às condições de contorno. Estes métodos di 
ferenciam-se substancialmente dos chamados "métodos de domínio", 
tais como os conhecidos Método dos Elementos Finitos e Método 
das Diferenças Finitas, que determinam procedimento justamente 
oposto. Isto é, nestes métodos, procuramos funções que satisf~ 
çam às condições de contorno, total ou parcialmente, e que nao 
necessariamente devam satisfazer a equação que governa ou repr~ 
senta o problema. 
Por outro lado, assim como os "métodos de domínio", 
os métodos de contorno podem ser sistematizados com o 
das formulações dos Resíduos Ponderados. 
outros 
auxílio 
probl~ Um problema 
mas da Engenharia, pode 
de campo, como diversos 
ser abordado também por métodos de con 
torno com rara simplicidade. 
desta natureza e mostremos as 
Suponhamos, então, um 
diferenças básicas no 
problema 
seu trata 
mento pelo Método dos Elementos Finitos e por métodos de contor 
no. 
Seja, portanto, o problema de campo 
í/ 2 U = o, (III-1) 
no domínio V, com as condições de contorno, 
-u = u no contorno S 1 e 
í/ u = q no contorno S2 , 
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onde u e q sao valores conhecidos deu e vu. 
o método dos resíduos ponderados nos fornece a se 
guinte relação 1 




onde w é urna função-peso diferenciável que deve assumir valores 
não-nulos no contorno, e as expressoes do segundo membro da 
equação (III-2) representam produtos escalares. 
No Método dos Elementos Finitos, a condição essen 
cial de contorno, ou seja, u = u é satisfeita plenamente e a 
função-peso w é escolhida corno sendo a variação do 
u, isto é, 
w = 6u • 
Assim a expressao dos resíduos ponderados 




J v (V 2 u) 6u dV = J s
2 
[<vu - q) 6ul ds • (III-4) 
.' -
A primeira Identidade de Green 4 nos fornece a 
guinte relação 
se 
J (V 2 u) 
V 
6u dV = - f 
V 
(Vu• V6u) dV + f (6uVu) • ds • (III-5) 
S2 
Substituindo a equaçao (III-5) no primeiro membro 
da equaçao (III-4) e fazendo as devidas simplificações, ternos : 
f (Vu• V6u) dV = f 6u q • ds 
V S2 
(III-6) 
Definindo funções apropriadas para u e 6u, e dis 
cretizando o domínio em elementos convenientes, obtemos um sis 
terna de equações 
K U = F (III-7) 
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cuja solução e o objeto do Método dos Elementos Finitos. 
Voltemos, porém, a equaçao (III-2) que define a 
expressao dos Resíduos Ponderados sem a simplificação peculiar 
do Método dos Elementos Finitos, ou seja, sem a consideração de 
que a condição u = Ü seja satisfeita plenamente. 
Se recorrermos, agora, a segunda Identidade de 
4 Green, isto é, 
fv (V 2 u) w dV = J u (V 2 w) dV + f (wVu - uVw) • ds 
V S e-
e substituí-la na equaçao (III-2), chegamos, após as 
simplificações à equação 
J u(V 2 w) dV =! (uVw) 
V S 
Como a função-peso w é arbitrária, podemos 
a sua escolha de modo que satisfaça à equação 






Assim estabelecido, a equaçao (III-9) pode ser es 
crita na forma 
Js (uVw) ds =! (uiVu) s ds 
(III.11) 
Como poderemos verificar, posteriormente, esta Últi 
ma relação nos levará também a um sistema de equações 
A X = F , (III-12) - - -
semelhantemente ao Método dos Elementos Finitos. 
Esta Última abordagem corresponde ao tratamento dos 
problemas de campo por métodos de contorno. 
Um detalhe importante é a escolha da função w, que 
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pode ser feita de diversas maneiras. Na finalidade de se obter 
melhores resultados nas aplicações dos métodos de contorno, de 
- 1 vemos procurar, para valor de w, a "soluçao fundamental" da 
equaçao que governa o fenômeno estudado. Esta solução fundame~ 
tal, para o caso dos problemas de campo, é aquela obtida da con 
sideração de um potencial unitário aplicado num ponto de um do 
mínio infinito. 
Mais adiante, no desenvolvimento do método em estu 
do, apresentaremos esta solução fundamental para problemas de 
campo em domínio tridimensional. 
Retornemos, agora, as equaçoes (III-6) e (III-11 
que definem o Método dos Elementos Finitos e os métodos de con 
torno, respectivamente. Se fazemos uma análise comparativa en 
tre as duas equações, podemos observar que na primeira equaçao 
trabalhamos com todo o domínio do problema, visto que necessi 
tamos desenvolver integrais do tipo 
Jv (ílu• ílóu) dV, 
e que na segunda, trabalhamos apenas com o contorno do probl~ 
ma. Isto estabelece, por diversas razoes, a simplicidade dos 
métodos de contorno em relação aos métodos de domínio, como é 
o caso do Método dos Elementos Finitos. Em suma, podemos apo~ 
tar, por exemplo, as seguintes vantagens dos métodos de cantor 
no, como consequência da redução do problema em uma dimensão 
a) diminue o número de dados necessários à solução; 
b) trata com maior segurança problemas sob domínios se 
mi-infinitos ou infinitos; 
c) reduz o trabalho do calculista, visto que apenas o 
contorno deve ser discretizado, e 
d) pelo menos teoricamente, o tempo de processamento num 
computador e menor se realizamos um programa sistemático 
a aplicação do método. 
para 
Contudo, podemos apontar também uma séria desvanta 
gem dos métodos de contorno em relação ao Método dos Elementos 
Finitos. t que a matriz A do sistema (III-12) é uma matriz 
"cheia" .(isto é, não apresenta características de banda) e nao 
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é simétrica, o que nao acontece com a matriz de rigidez~ do 
sistema (III-7). Isto, porém, pode ser parcialmente contorna 
do desde que façamos uma divisão do domínio em regiões meno 
res, o que acarreta numa matriz banda. Esta abordagem, toda 
via, não é objeto do presente estudo. 
Como já dito, o método em questão recebe a denomi 
naçao de Método dos Elementos de Contorno. Esta denominação 
decorre principalmente do fato de que necessitaremos sempre em 
suas aplicações, de discretizarmos o contorno em elementos de 
modo análogo ao caso do Método dos Elementos Finitos. 
O nosso objetivo, já declarado, seria, então, apll 
car este Método dos Elementos de Contorno a problemas de cam 
po em regime permanente, com um domínio tridimensional e isó 
tropa. Para tanto vamos considerar que tais problemas sejam 
representados pela equação de Poisson ou, em particular, pela 
equaçao de Laplace (caso em que não há geração interna de p~ 
tencial no domínio). 
Desta forma, podemos dizer que nossos problemas são 
governados pela equaçao 
V2 u + p = o 
no domínio tridimensional V, 
onde ué o potencial considerado e 




As condições essenciais e naturais de contorno, se 
rao, respectivamente 
u =uno contorno s1 e 
Vu = q no contorno s2 . 
Como já anunciamos, os Resíduos Ponderados nos 
possibilitam escrever que 
J (V 2 u + p) wdV = J f<ü - u)Vw] 
V Sl _ 
(III-14) 
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Com o auxílio da Segunda Identidade de Green, a ex 
pressao acima pode ser transformada, como anteriormente, em 
fvu (V 2 w} dV +f pwdV =f (uVw} 
V S 
ds- f s (wVu} ds, (III-15) 
Desta feita temos duas integrais sobre o domínio 
que precisam desaparecer para levarmos o problema totalmente 
ao contorno. Como dissemos, vamos procurar, para tal, a "solu 
ção fundamental" da equação de Poisson da maneira como foi de 
finida, isto é, sob a consideração de um potencial unitário a 
plicado num ponto de um domínio infinito. Isto corresponde 
portanto, a escolhermos a função w de modo a satisfazer a equ~ 
çao 
V2 w + 6. = o , 
l. 
(III-16) 
onde 6. é a função delta de Dirac no ponto ido domínio. 
l. 
Se o domínio é tridimensional e isótropo, esta so 
lução fundamental 1 e 
w = 1 
41Tr 
(III-17) 
onde r e a distância do ponto de aplicação ido potencial uni 
tário a um ponto qualquer onde desejamos 
nar o valor da função w 
determi 
Ora, se integrarmos, em todo o domínio, os membros 
da equaçao (III-16) multiplicados pelo potencial u, teremos : 
fv (V 2 w+ oi) udV = o. (III-18) 
Daí, podemos escrever que 
ou, em virtude 
fv 
das propriedades da 
(V 2 w} udV= -µ. 
l. 
função ºi' que 
onde µi e o valor do potencial uno ponto i. 
(III-19) 
(III-20) 




Nesta última equaçao ainda persiste uma 




A fim de reduzi-la ao contorno podemos, por exem 
plo, recorrer ao artifício da transformação de coordenadas car 
tesianas para coordenadas esféricas de maneira que, de 
dV = dx dy dz; (III-22) 
passamos a ter 
dV = r 2 sen e dr d8 d~ ' 
(III-23) 
- 2 onde a expressao r sen e e o determinante do Jacobiano das 
funções de transformação 
x = r sen ecos~ 
y = r sen e sen~ e 
z = r cose 
com r, e e~ mostrados na figura (III-1). 
1 
e 1 1 
1 












Para simplificar os cálculos, consideremos que a 
função pé constante em todos os pontos do domínio. Assim sen 
do, podemos escrever que 
(III-24) 
Substituindo no segundo membro desta equaçao, as 
expressoes (III-17) e (III-23), temos que 
/V pwdV = /vr sene dr d8 d<j, • (III-25) 
Assim, se resolvermos a integral em r, ou seja 
f pwdV = EE.:. 1 8 ~ sene de dq, , V 81T l'I' 
reduzimos, em uma dimensão, a integral 
/V pwdV, 
levando-a também ao contorno. 
(III-26) 
No entanto, uma nova abordagem no intuito de levar 
esta integral ao contorno, é apresentada no capítulo seguinte 
quando discutiremos a solução numérica apresentada para o pr~ 
blema em questão. A solução de tal integral para o potencial 
unitário aplicado num determinado ponto i nos fornece um va 
lor que denominaremos de B., ou seja, 
J. 
/V pwdV B. 
J. 
Substituindo a equaçao (III-27) na equaçao 
21), obtemos 
-µ. + B. = f (uVw)• ds - / (wVu) • ds_, 
J. J. s - s 
que é a expressão representativa da aplicação do Método 
Elementos de Contorno a problemas de campo, sendo i um 






Se o ponto i estiver localizado no contorno, a e 
quaçao (III-28), naturalmente, nao representará de maneira cor 
reta o problema em questão. A fim de conseguirmos, então, a 
18 
expressao correta para este caso, façamos as seguintes conside 
raçoes : 
a) suponhamos que exista sobre o contorno urna porçao de 
esfera de raio E e centro no ponto i deste contorno (ponto es 
te em que consideramos aplicado o potencial unitário), confor 
me a figura (III-2). Assim sendo, o ponto i passa a pertencer 




FIGURA ( ill-21 
b) determinamos, em seguida, o limite das integrais do 
segundo membro de (III-28) para quando o raio E, da porção es 
férica sugerida, tende ao valor zero. Assim, o ponto i volta 
a pertencer ao contorno e nosso problema está resolvido. 
Inicialmente, escrevamos a primeira integral da 
equaçao (III-28) corno 
J (u'vw) • ds= f ·(u'vw) 
s s-s 
E 
ds+ JsE (u'vw) •ds (III-29) 
com w ~ 1 ~ 1 (III-30) 
4rrr 47rE 
Vw =aw =aw -1 -1 
ãn ar -4ii'r2' = ·41TE' 
e (III-31) 
conforme podemos verificar na figura (III-2), e apliquemos o 
limite referido no item b acima citado: 
lim f (u'vw) 
E+O s-sE 




pois s -,.Q 
E 
quando s-+-0 , e 






Como E e constante em todos os pontos de S , p~ 
E 
demos acrescentar que 







Definindo a. como o percentual da 
l. 




área total de 
da superfície 
(III-35) 





é o potencial uno ponto i. 
Logo, na equaçao (III-28), devemos substituir o 
Js (uí?w) • ds 
(uí?w) ds - a. 
l. 
Repetindo o mesmo raciocínio com relação a segu~ 
da integral da equação (III-28), temos 
ds = f 
s-s 
E 
(wí?u) • ds + J (wí?u) • ds (III-37) 
SE 
Aplicando, como anteriormente, o limite para qua~ 






pois ~E-,.o quando E"'"Ü, e 
ds J s (wí?u) • ds (III-38) 
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lim fs ( w\llll • ds = lim 1 ºu fs E ds. 
c.-,.o E E-,.Q 4 1TE -an 
(III-39) 
Com f ds = a. 4 1TE 2 temos, finalmente, que s ]_ 
E 
lim JS (w\lU) ds = o • 
E-,.Ü E 
(III-40) 
Logo, a segunda integral da equaçao (III-28) perm~ 
nece sem modificações ou acréscimos de novos termos. 
Assim estabelecido, podemos escrever uma equaçao 
- -equivalente a equaçao (III-28), para pontos i no contorno, da 
maneira que segue : 
(III-41 ) 
onde c 1 = 1 - ªi 
Como foi esclarecido na fase preliminar do prese~ 
te estudo, o contorno do domínio deverá ser discretizado em 
elementos , semelhantemente ao Método dos Elementos Finitos, na 
intenção de se apresentar uma solução numérica para o problema 
em discussão. Num domínio tridimensional, estes elementos, na 
turalmente, serão bidimensionais ou planos. Assim feito, a 
equaçao (III-41) pode ser reescrita da seguinte 
m m 
ciµi + í: f s. (uílw) • ds = í: is. (wí/U) • 
j=l j=l J J 
onde m e o numero total de elementos e 






Vamos, agora, exprimir os valores do potencial u 
e do gradiente ílu, dos pontos de cada elemento, em função dos 
seus valores específicos nos nós do elemento respectivo, atra 
vés de funções de interpolação. Isto nos dá as seguintes rela 
çoes : 





Vu =[NJ {Vu} j (III-43) 
é o vetor-linha de interpolação, 
é o vetor-coluna dos valores do potencial nos 
nos do elemento j, e 
é o vetor-coluna dos valores do gradiente 
nos do elemento j. 
nos 
Substituindo as relações (III-43) na equaçao (III 
42), temos que 
onde 





{Vu} : + B. • 
J 1. 
(III-44 ) 
Esta expressão pode ainda ser escrita como 
~ [~] .. {u} . = ~ [ Gl .. {Vu}J. + Bi 
j=l .. 1.J J j=l - 1.J (III-45 
[ ~Jij = J ([NJ sj 
Vw) ds e 
[ G]ij J. w[NJ s. 
J 
ds , (III-46) 
considerando o potencial unitário aplicado no ponto ido con 
torno. 
Se ordenarmos de maneira adequada os 




{u} e {Vu} 
(III-47) 
sao vetores-linha gue armazenam as somató 
rias dos termos [ ~] . . e Í G l. . , respect.!:_ 
1.J - -1.J 
vamente, correspondentes a um mesmo nó do 
contorno, e 
sao vetores-coluna que armazenam os valo 
res dos potenciais e dos gradientes de to 
dos os nós do contorno. 
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Evidentemente, os quatro vetores acima referidos , 
possuem, cada um deles, n termos, sendo no número de nós no 
contorno total s. 
Com referência ao primeiro membro da equação (III-
-4 7) , podemos acrescentar, ainda, que o termo de[~] i, correspo!l_ 
dente ao nó i, pode ser adicionado à constante ci e a referi 
da equação apresentar-se como 




= h .. + 
-l.l. 






parai f j, 
(III-48) 
sendo hij e hij os termos de [ HJ i e [ ~i, respecti vamen-
te, correspondentes ao nó j. 
Se, para cada um dos n nós do contorno S, nos rep~ 
tirmos a equação (III-48), vamos obter, naturalmente, um siste 
ma de equações lineares envolvendo os potenciais e os gradien-
tes em todo o contorno S. Este sistema pode ser expresso na 
notação matricial, como segue 
onde H e G 
HU = GQ + B (III-49) 
são matrizes quadradas de ordem n x n, cujos 
termos sao calculados da forma anteriormente des 
crita, e 
~' Q e B são vetores-coluna de ordem n, que reservam, res 
pectivamente, os valores dos potenciais,dos gr~ 
dientes e dos termos correspondentes à geraçao 
interna do potencial, referentes à aplicação do 
potencial unitário nos diversos pontos do cantor 
no. 
Se invocarmos, agora, as condições de contornado 
problema em discussão, quais sejam, 
u = u 
'1u= q 
no contorno s1 e 
no contorno s2 , 
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verificamos que o sistema (III-49) pode ter os termos de cada 
linha reordenados em função do fato de que o modelo estabele 
ce que nos pontos onde o potencial é conhecido, o gradiente 
é incógnito e vice-versa. Assim, se no primeiro membro dor~ 
ferido sistema, colocarmos os termos referentes aos valores 
incógnitos do potencial e do gradiente, e no segundo membro 
colocarmos os termos referentes aos valores conhecidos, obte 
remos novo sistema que, após efetuadas as devidas 
matemáticas pode ser apresentado na forma 
operaçoes 
onde 
AX = F I (III-50) 
A e uma -matriz quadrada de ordem nxn, composta 
pelas colunas das matrizes G e ~ que corre_spo~ 
dem aos valores incógnitos de u e Vu, 
X e um vetor que armazena os valores desconheci 
dos do potencial e do gradiente nos pontos do 
contorno, que se constitue, naturalmente, na 
incógnita do sistema (III-50), e 
Fé o vetor constituído dos termos resultantes de 
~· ~· + ~. sendo ~·a matriz composta pelas colu 
nas de G e H que correspondem aos valores conhe 
cidos deu e Vu, e X' o vetor composto por es 
tes valores. 
O objeto do modelo acima descrito é, evidentemente, 
determinar o vetor X e assim, conhecermos, em todo o contor 
no, a variação do potencial e do gradiente. Para tal, resta-
-nos apenas resolver o sistema (III-50) por qualquer dos pr~ 
cessos existentes e já amplamente estudados como, por exem 
plo, o processo da triangularização de Gauss que é o que usa 
remos no presente estudo. 
Se nos interessa, como objetivo Último, traçar a 
rede de fluxo no domínio do problema especificamente abordado, 
se faz necessário, após a solução do sistema (III-50), deteE 
minarmos o valor do potencial em alguns pontos estratégicos do 
interior do domínio. Para tanto, devemos recorrer a equaçao 
(III-28) que reescrevemos agora, como: 
µi = fs(w\lu) 
24 
ds- f (u\lw) 
s 
ds + B. 
]. 
(III-51) 
Esta equaçao, corno vimos, nos fornecerá o valor 
do potencial u em qualquer ponto ido interior do domínio. Da 
mesma maneira corno fizemos para a equação (III-41), podemos re 











Para um número p de pontos internos ao domínio, te 
mos um novo sistema, 
onde 




HU + B (III-53) 
é um vetor-coluna de p posições que se cons 
titue na incógnita do sistema acima, 
G e H sao matrizes retangulares de ordem pxn cu 
~ 
jos termos são calculados de maneira já des 
crita, 
U e Q sao os vetores-coluna de ordem n que arrnaze 
narn os potenciais e gradientes dos pontos 
do contorno, nesta altura já totalmente de 
terminados, e 
B é o vetor-coluna de ordem p, ao qual se a 
tribue os valores dos termos corresponde~ 
tesa geração interna de potencial, referen 
tesa aplicação do potencial unitário nos 
pontos do interior do domínio. 
Após o exposto, concluímos que· no Método· dos Ele 
mentas de Contorno, mesmo quando desejamos estudar um problema 
no interior de seu domínio, o fazemos estabelecendo urna rela 
çao direta dos valores das funções envolvidas no tal problema 
(no caso, o potencial e o gradiente) , em pontos situados no contor 
25 
no do referido domínio, sem a necessidade de discretizarmos es 
te domínio, ou seja, evitando-se o trabalho de termos que esta 
belecer elementos que envolvam o domínio como um todo. A dis 
cretização necessária e suficiente restringe-se, como acabamos 
de ver, simplesmente à(s) superfície(s) de contorno, isto e , 
à(s) superfície(s) limite(s) do domínio. 
A fim de concluirmos o presente capítulo, atente 
mos a um detalhe que poderia nos trazer preocupações que é o 
fato de termos de determinar as constantes c. definidas ante 
1 
riormente. Tais constantes provêm, como vimos, da solução de 
integrais que não oferecem grandes facilidades na sua sistema 
tização de cálculo. Este problema origina-se no fato de que 
tais constantes dependem da forma apresentada pelo contorno na 
região que circunda o ponto i, ao qual cada uma delas está re 
!acionada, como vemos nas equaçoes (III-36) e (III-40) Estas 
equaçoes apresentam integrais que, apesar de serem de simples 
solução, exigem um grande trabalho computacional devido a este 
fato, dificultando, desta maneira, uma formulação do método 
descrito, com o objetivo de utilizá-lo através de um programa 
para computador. 
Todavia, esta dificuldade é aparente pois pode ser 
facilmente contornada se fizermos as seguintes considerações: 
a) em primeiro lugar, consideremos que nao haja 
geraçao interna de potencial, o que acarreta na nulidade do ve 
tor Bdo sistema (III-49); 
b) em seguida, suponhamos aplicado, em todo oco~ 
torno, um potencial uniforme, o que nos leva a concluir que o 
gradiente será nulo também em todo e qualquer ponto deste con 
torno. 
Fazendo uso de tais considerações, o sistema (III 
-49) se reduz a 
HU =O, (III-54) 
de onde concluímos que a soma dos termos de uma mesma linha 
da matriz Hé nula pois se o potencial é uniforme em todo o 
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contorno e igual a u, uma determinada linha ido sistema (III-
-54) torna-se 
n 





l: h .. = o, 
j=l 1] 
(III-56) 
Desta afirmativa, concluímos que os termos da dia 
gonal da matriz~ podem ser determinados como a somatória dos 








parai ,f j. (III-57) 
Ora, se as constantes ci, sao utilizadas exclusi 
vamente nos cálculos destes termos da diagonal de~, a deter 
minação de seus valores torna-se desnecessária em 
eia do que exprime a equação (III-57). 
consequê~ 
Convêm notarmos, ainda, que as considerações invo 
cadas no intuito de estabelecermos a equação (III-57) , nao 
particularizam a matriz H, visto que, na determinação de seus 
termos, as condições de contorno do problema não oferecem qua! 
quer influência. 
Esta formulação matricial, enfim exposta, do Méto 
do dos Elementos de Contorno aplicado a problemas de campo 
governados pela equação de Poisson, se consiste, evidentemen-
te, na solução numérica para o problema em estudo. 
apresentação,.dos tópicos específicos desta solução, 
Após a 
sugerir um programa para computador que a sistematize. 





A SOLUÇAO NUMERICA 
Determinação dos elementos das matrizes G e H 
Urna vez estabelecida a discretização do contorno 
em elementos com a finalidade de se esboçar urna solução nurné 
rica para o problema em estudo, chegamos, corno exposto no capf 
tulo precedente, a um simples sistema de equações lineares cu 
ja solução nos permite conhecer a distribuição dos potenciais 
e dos gradientes no contorno e, posteriormente, em todo o dorní 
nio. Passemos, então, ao estudo referente à determinação dos 
parâmetros numéricos do referido sistema. 
Corno vimos, a equaçao 
rn rn 






se constitue na relação básica do nosso objetivo de estabele 
cera citada solução numérica. Com a adoção das relações 
e 
u = [NJ 






que nos permite determinar o potencial e o gradiente em qua! 
quer ponto de um dado elemento, em função dos seus valores nos 
nos deste elemento, chegamos à expressão 
m ,-~ m l: H .. {u}. = l: ~GJ .. {Vu}. . l.J J . l.J ~. J=l-- J=l J + B. ]. 









! s. ds. (IV-6) 
J 
O vetor [NJ , como definido, vai depender, natural 
mente, do tipo de elemento que escolhermos e de como supomos 
ser a variação das funções u e Vu no domínio do problema. Tal 
vetor, portanto, poderá se compor de diversas maneiras. No 
presente estudo, vamos considerar, por razões de simplicidade , 
que o contorno venha discretizado em elementos triangulares 
planos e que as funções u e Vu variam linearmente sobre 
elementos. Assim exposto, o referido vetor se apresenta 
onde os valores de ~k' k = 1,2,3, sao as coordenadas 
lares (também conhecidas como coordenadas de área) do 






Estas coordenadas triangulares sao definidas como 
(k = 1,2,3), (IV-8) 
onde A e Ak sao as áreas mostradas na figura (IV-1). 
3 
FIGURA ( N ·li: Elemento Triangular Plano 
Assim definido o vetor [N] , e lembrando que 
Vw = ow 
an , ( IV-9) 
podemos escrever os vetores [~] ij e [G]ij como 
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í ;J .. = J [ç1 ç2 ç aj aw ds (IV-10) - .1J s. an J 
e 
[ ~ ij = 1sj w[çl ç2 ç3] ds • (IV-11) 
Como w é função somente da distância r, ou seja, 
w = 1 
4nr 








a fim de simplificar os nossos cálculos. 
Assim, temos que 
aw 
an = 





onde cos (r, n) é o cosseno diretor das retas-suporte dos vet2 
res ~e~, sendo~ o vetor cujo ponto de aplicação é o ponto i 
onde o potencial unitário está aplicado e a extremidade é o 
ponto t onde esperamos determinar o valor da função w ou da 
sua derivada 3w , e n o vetor normal à superfície. 
an 
Portanto, ser é o vetor representado na 





IX;,Y;-,Z;l FIGURA IJ:ll-2) 
'---------------
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Desta representação vetorial, podemos indicar que 




onde o numerador representa o produto escalar dos vetores r 
e n, ou seja, 
r.n = rl nl+ r2 n2 + r3 n3 (IV-18) - -
e o denominador representa o produto das normas destes veto 
res. Isto quer dizer que r e n escrevem-se agora como 
~ri + 
2 + 2 r = r2 r3 (IV-19) 
l 2 2 2 ' e n = nl + n2 + n3 (IV-20) 
Determinemos, agora, os parâmetros r 1 , r 2 , r 3 
e n 1 , n 2 , n 3 que definem os vetores~ e~, respectivamente 
Os primeiros sao facilmente identificados como 
e 
(IV-21) 
ou seja, como as diferenças entre as coordenadas dos pontos i 
e t da figura (IV-2). 
Para determinarmos os valores de n 1 , n 2 e n 3 
suponhamos a superfície do elemento triangular como sendo e 
quipotencial e convencionemos uma numeração dos seus nós fei 
ta, por exemplo, no sentido anti-horário, conforme a figura 
(IV-3). Assim sendo, a normal~ é ortogonal ao plano defini 
do pelos três nós do elemento e pode ser definida como o pr~ 
duto vetorial de dois vetores quaisquer cujos suportes perte~ 
çam ao plano do elemento. Se considerarmos que estes dois 
vetores sejam representados por quaisquer dois lados do ele 
rnento triangular, corno por exemplo os lados 12 e 13, e os 
31 
denominarmos por~ e b, respectivamente, como na 
(IV-3), temos que 
n = a x b 
figura 
(IV-22) 
se queremos, por exemplo, que a normal seja dirigida para fora 
do domínio. Aqui, cabe observar que adotar uma convenção para 
numeração dos nós do elemento triangular (como fizemos, por 
exemlo, no sentido anti-horário) é uma decisão consequente no 
intuito de assegurarmos, para todos os elementos, o mesmo sen 






Assim, os vetores~ e~ podem ser escritos como 
a= (x2-x,) i + (y2-Y1) J_· + (z2-z1) k (IV-23) 
e b = (x 3 -x 1 ) i + (y 3 -y 1 ) ;)_ + (z 3 -z 1 ) k (IV-24) 
(x 2 ,Y 2 ,Z 2) e (x 3 ,y 3 ,Z 3 ) são as 
das dos nós do elemento. 
coordena-.,. 
Substituindo as expressoes (IV-23) e (IV-24) na 
equaçao (IV-22), podemos escrever o vetor n da maneira ante 
riormente sugerida, ou seja, 
n = n, i + n2 ;)_ + n,~ -
com 
n:= (y2-y,) (z 3 -z 1) - (z 2-z 1) (y,-y,) 1 
n = (z 2-z 1) (x 3 -x1) - (x 2-x 1) (z -z ·) e 2 3 1 
n = (x 2-x 1) (y 3 -y 1 ) - (y 2 -y 1) (x 3 -x 1 ) (IV-25) 3 
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Determinados, portanto, os valores de r 1 , r 2 
r 3 e n 1 , n 2 , n 3 , podemos calcular, através das e·xpressões (IV-
-17) a (IV-20), o cos(r,n) e consequentemente o valor do gr~ 
diente ow num ponto qualquer do domínio,pela expressao (IV-
ãn 
-14) . O gradiente, portanto, poderá ser expresso por 
(IV-26) 
com r e n definidos em (IV-19) e (IV-20), respectivamente. 
Assim, os vetores [;Jij e ~Jij, 




[;Jij = - fs: [si i; 2 s3] (rlnl+r2n2+r3n3) ds (IV-27) 
J -
4Tir 3 n 
e [G]ij = 1 s j E 1 i; 2 i; 3J 1 ds. (IV-28) 4Tir 
Ambos os vetores acima representados possuem três 
elementos que podem ser indicados na forma 
JS. i;kF ds, 
J 
onde k 1,2 ou 3 e 
F e uma das funções w ou aw já definidas. 
an 
Para efetuarmos cada uma dessas integrais devere 
mos recorrer, na maioria dos casos, a um processo qualquer de 
integração numérica, visto que, a sua solução exata é de difí 
cil concepção, podendo ser facilmente determinada apenas nos 
casos particulares em que: 
a) F = aw e os vetores r e n sao ortogonais, 
an 
b) F = w e o potencial unitário se encontra a 
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aplicado em um dos nos do elemento sobre o qual se efetua a 
integração. 
No primeiro caso, a função Fé nula, visto que 
ser e n são ortogonais, 
porte é igualmente nulo. 
bém da referida integral. 
o cosseno diretor das suas retas- su 
Isto acarretaria na nulidade taro 
No segundo caso, se supomos, por exemplo, que o 
potencial unitário está aplicado no ponto 1 do elemento triag 
gular, e estabelecemos um sistema local de eixos cartesianos 
com origem neste ponto e com o eixo y paralelo ao lado 23 
poderemos, baseados no que indica a figura ( IV-4) , escrever as 
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FIGURA ( Ilz: - 41 
(IV-29) 
(IV-30) 
onde H e a altura do elemento triangular relativa ao lado 23. 
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Se representarmos tais funções 
polares, ou seja, com 
X = r cose 
e y = r sene , 










Y2 = d23 
fk = çk 
w 






H - rcose 
4TirH 
, 
tgel3 cose- sene 
4'1Td23 
(tgel2 cose - sene) 
4'1Td23 
As integrais Ik = Is. fk dx dy 
J 
rk = f 1 8 fkr dr de , r 
















Assim sendo, teremos para a primeira integral 
1 !r ! 8 (H - r cose) dr d8. 4TrH 
Integrando em r, a reduzimos a expressao 









Por simples observação da figura (IV-4), 
mos quer pode ser representado em função de 8 , como 
verifica 
r = H 
cose 
(IV-45) 
Substituindo tal expressao na integral (IV-44) 




e I3 = 
mos que 
8 
Il = H ! 13 sec8 d8 ' 8Tr 8 1 2 
(IV-46) 
Il = H ln sec81 3 + tg8 1 3 
8Tf sec8 12 + tg812 
(IV-47) 
Com raciocínio análogo, determinamos 
H2 [ tg8 1 3 ln sec81, + tg813 + (sec812 - sec81,l] 
8Trd2 3 sec8 12 + tg812 
(IV-48) 
- H2 ftge 1 2 ln sec8 1,+tg81, + (sec812 - sec81, ·~ 
8Trd2 3 sec812+tg812 
Observando mais uma vez a figura (IV-4), 









o que implica, naturalmente, em 




De posse dessas últimas relações expressas, pod~ 
mos finalmente indicar que 
I2 = H [ ~dfg -
81Td2 3 
[~d'i2 e I3 = -H 
81Td2 3 
ln d 1 3 + \id1 3 - H21 
d12 +\!d'i2 - H21 
H2 1 ln d1 l +~ d2 1 l - H2I 
d1 2 +~ d 2 1 2 _ H21 
- H2i ln d1 l +~dji 
d 1 2 +~ d'j 2 
(IV-53) 
+ Cd1 2 - d1 3 iJ 
(IV-54) 
-d13J• - H2I + (d 1 2 
- H2I (IV-55) 
Desta maneira, teremos resolvidas exatamente, as 
integrais 
J s. /;k ds 
J 4Tir 
, 
para quando o potencial unitário está aplicado em um dos nos 
do elemento triangular sobre o qual se processa a integr~ 
çao, em função apenas dos comprimentos dos lados do elemento 
e da sua altura em relação ao lado oposto ao nó onde o poten 
cial está aplicado e,com isto, já determinados os termos de 
alguns dos vetores [G]ij . 
Contudo, como dissemos anteriormente, a maioria 
das integrais serão solucionadas numericamente por nao apr~ 
sentarem simplicidade semelhante a dos dois casos particul~ 
res abordados. Como primeiro passo para a concepção destas~ 
lução numérica para as integrais,devemos estabelecer sobre o 
elemento triangular, pontos de integração distintamente p~ 
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sicionados, em cada qual possamos determinar o valor da fun 
çao a ser integrada. Feito isto, a solução de cada uma das 
integrais pode se apresentar como 
F (IV-56) 
onde te o numero de pontos de integração 
é o valor da função a ser integrada , no 
ponto p, 
é a área do elemento triangular 
a qual efetuamos a integração e 
é uma constante-peso que determina 
percentual da área S. sobre o qual 
J 




Por fim, resolvendo 
indicado na expressão (1V~56), 
tos dos demais vetores l~Jij e 
cada uma das integrais como 
teremos calculados os elemen 
[G]ij que se apresentarão 
cada um deles, respectivamente, nas formas 
s. t r (rl nl + r2n2 + r3n3)jp _J ~=ltçk w e 4,m 3 p 
r 
s. t 
[~~] p _2 
l: w 
4'11 p=l p 
Porém, se a area de um paralelogramo pode ser de 
finida como a norma do produto vetorial de dois vetores re 
presentados por dois 
gura (IV-5), o valor 
de seus lados não-paralelos, conformef! 
da área da superfície triangular S. p~ 
J 
de ser determinada por 
n 
2 (IV-57) 
e os termos de [â]ij e [G]ij podem ser expressos, respect! 
vamente, por 
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t [sk --: 1 ,: (r 1 nl + r2 n2 + r3 n3) w e "i3"ii" p=l p 
r3 
t [ ~~Jp n ,: w 811 p=l p 
n = a x b 
J 
FIGURA (Il[-5) 
A primeira destas expressoes pode ainda ser sim 
plificada, para efeito de cálculo, se fizermos as seguintes 
considerações 
a) em primeiro lugar, lembremos que r 1 , r 2 e r 3 
podem ser expressos pelas equações (IV-21), onde (xt' Y_t 
zt) representa as coordenadas dos pontos de integração e 
(xi, 
cial 
y., z.) as coordenadas do ponto ide aplicação do pote_n 
]. ]. 
unitário; 
b) em seguida, lembremos também, que os valores 
n 1 ,n2 e n 3
, definidos nas expressões (IV-25), são idênticos 
aos parâmetros A, B e C, respectivamente, da equação 
Ax + By + Cz +D= O , (IV-58) 
do plano definido pelos nós do elemento triangular, com 
D= - Ax - By - Cz 1 1 1 




Se, a esta mesma somatória, adicionarmos e sub 
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trairmos a constante D, ao mesmo tempo em que a multiplicamos 
e dividimos pela normando vetor normal, teremos a 
sao 
expre~ 
Axi + Byi + Czi + D 
~~~~~~~_::_~~-ln 
n 
Ora, se sabemos que a distância de um ponto (x' , 
y', z') a um plano Ax + By + Cz +D= O é representada por 
d= Ax' + By' + Cz' + D, 
1&2 + 8 2 + C2 
(IV-60) 
verificamos que a última expressão sugerida representa-se por 
(dt - di) n, 
onde dt e di sao, respectivamente, as distâncias dos pontos 
te i ao plano definido pelos nós do elemento 
triangular. 
Como os pontos t de integração pertencem ao refe 
rido plano, óbvio se torna que 
ªt = o 
e a expressao representativa dos termos do vetor 
na-se, finalmente 
t 
Ax. + Byi + Cz. + D ,: [:~JPwP 1. 1. p=l 8 1f 
o Processo de Inte9:ra5.:ão Numérica 5 
[J 
(IV-61) 
H . . tor 
·1.J 
O número de pontos de integração e a sua loca 
lização sobre o elemento não devem ser, no entanto, arbitrá 
rios, e sim, escolhidos de maneira a conseguirmos melhores r~ 
sultados com um mínimo de esforço de cálculo. Muitos matemá 
ticos tém apresentado sugestões para a escolha desses pontos 
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de integração sobre diversos tipos de formas geométricas, P2 
rém, de modo geral, para funções polinomiais dos mais diver 
sos graus. Como sabemos, nossas funções não sao deste tipo 
e, portanto, teremos relativa dificuldade de obtermos bons 
resultados com a maioria dos métodos clássicos estudados e 
sugeridos pelos matemáticos. Se observarmos, porém, as fun 
çoes a serem calculadas nos diversos pontos de 






respectivamente, iremos concluir que os resultados por ventu 
ra obtidos pelos processos de integração numérica sugeridos 
para integrar exatamente funções polinomiais somente teriam 
aproximação demasiadamente grosseira no caso em que desej~ 
mos efetuar a integração sobre os elementos que circundam o 
ponto de aplicação do potencial unitário e ainda com ~k re 
ferido a este ponto. Isto torna-se simples de entender se 
concebermos as funções 
e 
r3 r 
como o produto das funções ~k' representadas na figura 
-6), pelas funções 
1 e 1 
r3 r 
respectivamente, representadas na figura (IV-7). Daí, 
(IV-
tere 
mos que, nos elementos que circundam o ponto de 




com çk relativo a tal ponto, tendem ao infinito quando dele 
se aproximam. Neste caso, portanto, a função a ser integr~ 
da tem uma configuração que muito se distancia das formas co 
muns às funções polinomiais, sendo desaconselhável a utiliza 
ção dos processos acima citados. 
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2 
FIGURA (JY-6) FUNÇÕES /;. 
Porém, nós já sabemos que aí os termos de [aj ij 
sao nulos e que os termos de [GJ ij sao determinados inte 















Funções l. e l. relativas ao potencial 
r r' 
unitário aplicado no ponto l. 
3 


































Nos demais casos em que a função a ser integrada 
nao tende para o infinito em nenhum dos pontos do elemento 
sobre o qual efetuamos a integração, estes conhecidos pr~ 
cessos que integram com exatidão funções polinomiais, podem 
ser usados, e com eles podemos conseguir resultados com apr~ 
ximação relativamente satisfatória. No nosso estudo recor 
remos ao processo sugerido por Hammer, Marlove e Stroud5 p~ 
ra integração exata de funções polinomiais do sexto grau com 
12 pontos de integração simetricamente distribuídos sobre a 
região triangular. 
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As constantes-peso e as coordenadas de área utiliza 
das neste processo sao apresentadas na Tabela (IV-1). 
T A B E L A ( IV-1) 
w /; 1 /; 2 /; 3 MULTIPLI p CIDADE-
0.050844906370207 0.87382197101699{ 0.063089014491502 0.063089014491502 
0.116786275726379 O. 50142650965817' 0.249286745170910 0.249286745170910 
0.082851075618374 O .63650249912139' 0.310352451033785 0.053145049844816 
A multiplicidade indica o número de permutações 
que devem ser feitas com os /;k (conservando o Wp) para esta 
belecermos outros pontos. Portanto, teremos com cada um dos 
primeiro e segundo grupo, três pontos de integração e com o 
terceiro grupo, seis pontos, totalizando os 12 anteriormente 
referidos. Como era de se esperar a somatória dos valores 
de wp é igual a unidade o mesmo acontecendo com a somatória 
dos /;k de um mesmo ponto de integração. 
Com estes valores acima estabelecidos,proceder~ 
mos às integrações numéricas conforme mostra a equação (IV-
-56) e as relações posteriores do item anterior, concluindo, 
assim, a determinação dos termos dos vetores f Jij e [~ij 
O fato de recorrermos a integrações numéricas 
torna-se, sem dúvida, um fator determinante na não completa 
exatidão dos resultados. 
Determinação dos termos B. 
-]_ 
No capítulo precedente, fizemos alusão ao cálcu 
lo dos termos Bidefinidos como 







Corno podemos observar, tais termos procedem da solução de urna 
integral sobre todo o domínio V e, para não fugirmos à princi 
pal característica do Método dos Elementos de Contorno, qual 
seja, a de trabalharmos apenas sobre o contorno do domínio 
devemos reduzi-la em urna dimensão. Para tanto, sugerimos, an 
teriorrnente, urna transformação de coordenadas cartesianas p~ 
ra coordenadas esféricas que nos levou, após algumas 
çoes, ao valor 
B. 
l 
= _E !e~ r2 
BTT ' 
sen8 de d~ 
oper~ 
(IV-63) 
com p constante e, r, 8 e~ mostrados na figura (III-1). 
A partir da expressao (IV-63), é possível sug~ 
rir urna formulação para efetuar numericamente a integral aci 
ma apenas sobre o contorno, recorrendo, corno na determinação 
dos termos das matrizes G e H a urna sornatória dos resultados 
de tal integral sobre os diferentes elementos triangulares da 
discretização original do contorno. Esta formulação, no en 
tanto, se mostra bastante trabalhosa, o que nos obriga a sug~ 
rir urna nova forma, mais simples e que apresenta resultados~ 
dênticos, para a solução de tal problema. Esta nova aborda 
gero consiste também em considerar a solução da integral corno 





onde rn e o número de elementos tetraédricos determinados p~ 
la ligação, por segmentos de retas, dos nós dos ele 
mentas triangulares ao ponto i onde o potencial unitá 








onde t é o numero de pontos de:'integração, 
' (IV-65) 
(pw)k é o valor da função a ser integrada, no ponto K, 
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V. é o volume da pirâmide representada na figura (IV-
J 
-8), onde i é o ponto de aplicação do potencial u 
nitário, e 
Wk é uma constante-peso que representa o percentual 
do volume Vj sobre o qual o ponto k exerce influén 
eia. 
Sj 
( ÁREA DO ELEMENTO TRIANGULAR 1 
Vj 
FIGURA ( Drº 8) 
Observando ainda a figura (IV-8), podemos 




= 1 (a X b. h) 
6 




que significa um sexto do produto escalar entre a normal e 
o vetor h cuja norma representa a altura do prisma (ou da 
pirâmide) da figura (IV-8). Resolvendo tal produto escalar, 
concluímos que 
onde 
V.= -1 nh 
J 6 ' 
n é a norma já conhecida do vetor n e 
h é a distância do ponto i ao plano definido 
nós do elemento triangular. 
(IV-68) 
pelos 
O valor de n, portanto, pode ser expresso por 
n = ~A 2 + B2 + c2 1 (IV-69) 
e o valor de h por 
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h = Ax. + Byi + 
1. 
Cz. + D (IV-70) 
1. 
~ A2 + B2 + c2 1 
onde A, B, e e D sao os parâmetros da equaçao do plano do e 
lemento. 
Substituindo as equaçoes (IV-69) e (IV-70) na e 
quaçao (IV-68), chegamos ao valor 
V. = -1 (Ax. + By. + Czi +D), 
J 6 1. 1. 
(IV-71) 
para o volume da pirâmide indicada na figura (IV-8). 
Observemos, porém, que, da expressao (IV-68), p~ 










ao contorno do domínio. 
Se considerarmos agora, que os pontos de integra 
çao k estão distribuídos sobre a superfície do elemento tri 
angular de área Sj, as constantes-peso Wk passam a represe~ 
taro percentual de área sobre os quais os pontos k exercem 
influéncia, como acontecia anteriormente em relação às cons 
tantes Wp definidas no primeiro item do presente capítulo. 
Assim, a expressao (IV-65) que representa a solu 
çao das integrais que definem os termos Bipode ser final 







w = 4rrr 
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Substituindo a equaçao (IV-73) na equação(IV-64), 
teremos, finalmente, os termos B. calculados por 
J. 
m t 
B. = -p l: (Axi + Byi + Czi + D) l: wk J. 241T j=l k=l 
rk 
(IV-75) 
sendo, como vimos, me t, o número de elementos e o numero 
de pontos de integração, respectivamente. 
A partir das considerações já feitas neste capf 
tulo podemos, enfim, montar o sistema de equaçoes lineares 
H U = G Q + B (IV-76) 
e, consequentemente, o sistema reordenado 
A X= F (IV-77) 
cuja solução, como vimos no capítulo anterior, é o objetivo 
principal do nosso estudo. 
Entretanto, mais um detalhe exige a nossa aten 
çao na formulação definitiva das aplicações do Método dos 
Elementos de Contorno. Tal detalhe diz respeito à introdu 
ção das condições de contorno na referida formulação, e res~ 
me-se no fato de que em determinados pontos da discretização 
do contorno, ou seja, em determinados nós, podemos conhecer, 
ou precisar indicar, mais de uma condição de contorno. Para 
tanto, recorremos à solução mais trivial que seria a de in 
troduzir mais de um nó num mesmo ponto da discretização. A 
discussão deste detalhe é o objeto do item a seguir. 
O Conceito dos Nós Múltiplos 617 
Como exposto no desenvolvimento do método estuda 
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do no presente trabalho, a cada nó oriundo da discretização 
do contorno em elementos, corresponde uma linha e uma coluna 
dos sistemas (IV-76) e (IV-77), indicados acima. Vimos tam 
bérn que o modelo exige que conheçamos em cada um destes nos 
o valor do potencial ou do gradiente (que será introduzidooo 
mo condição de contorno), a fim de calcularmos o outro e ter 
mos, desta forma, conhecidas as variações de ambos em todo 
o contorno e, posteriormente, em todo o domínio. Este fato 
leva-nos a um problema fundamental na concepção da formula 
ção até aqui sugerida. Tal problema é materializado na medi 
da que, num mesmo nó, possuímos mais de um valor para o gr~ 
diente. Isto é perfeitamente possível pois, sendo o gradie~ 
te uma grandeza vetorial, poderão surgir, num mesmo ponto 
mais de um valor para esta grandeza, se supomos que tal po~ 
to pertence a urna região de descontinuidade geométrica. Isto 
é, se o contorno se apresenta, em alguma parte, na forma co 
mo, por exemplo, ilustra a figura (IV-9), no ponto i, como 
em qualquer outro ponto em que haja uma acentuada desconti 
nuidade geométrica, aparecerão, como indicado na mesma 
ra, gradientes em mais de uma direção. Tal problema nos 
fig~ 
le 
va, portanto, a adotar, previamente, a solução que parece ma 
is lógica, qual seja, a de introduzir, num mesmo ponto, tan 
tos nós quantos necessários (todos de mesmas coordenadas 
naturalmente), a fim de representarmos com maior exatidão o 
problema especificamente estudado. A estes nós denominare 
mos "nós múltiplos". Cada um destes nós pertenceriam, assim 
a diferentes elementos. No exemplo da figura (IV-9), intra 
<luziríamos tres nós que pertenceriam, cada um deles, a somen 
te um dos planos que concorrem no ponto i. 





Este mesmo problema nao ocorre, porém, em 
çao ao potencial, que tem valor único num determinado 
por ser uma grandeza escalar, a menos que admitamos 
tinuidade na função que o representa na superfície de 





Surge, a partir de tais considerações, nosso ma 
is grave problema. Vimos, anteriormente, que a matriz A 
do sistema de equações (IV-77) é composta de colunas das ma 
trizes G e~ do sistema (IV-76), conforme seja previamente co 
nhecido, em cada nó, o potencial ou o gradiente, respectiv~ 
mente. Se dois ou mais nós têm as mesmas coordenadas, 
linhas correspondentes na matriz~ serão idênticas, o 




da diagonal de H são acrescidos da constante ci, ou seja, 
+ h .. 
l. l. • (IV-78) 
Desta forma, se prescrevemos o potencial em mais 
de um nó com coordenadas idênticas, a matriz ~:·torna-se sin 
gular, impossibilitando-nos de resolver o sistema (IV-77) e 
atingirmos assim o nosso objetivo. Este fato se constitui 
na mais grave limitação do nosso estudo pois se tivermos 
por exemplo, um nó duplo num determinado ponto onde desej~ 
mos calcular os gradientes em ambas as direções, seremos o 
brigados a introduzir, neste ponto, um nó simples, o que nos 
conduzirá a um resultado com urna aproximação relativamente 
grosseira. Tal questão requer mais tempo de estudo e não e 
discutida no presente trabalho. O caso análogo, para pr2 
blemas de elasticidade linear bidimensional já é satisfató 
riamente solucionado8 . Todavia, se num nó múltiplo, desej~ 
mos determinar o gradiente em apenas uma direção, nosso in 
tento torna-se possível sem maiores problemas. No nó corres 
pondente à direção do gradiente desconhecido será prescrito 
naturalmente, o potencial e nos demais serão prescritos os 
gradientes correspondentes. Entretanto, corno os potenciais, 
que esperamos determinar nos nós onde são prescritos os gr~ 
dientes, são já previamente conhecidos e idênticos ao pote~ 
cial prescrito no nó de gradiente desconhecido, podemos di 
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minuir a ordem da matriz A, somando as colunas de H corres 
pondentes 
nhaa:.: (e o 
ao nó múltiplo e substituindo as respectivas li 
elemento correspondente do vetor F) por "equações 
suplementares" do tipo 
uj = ui 




u .. representa o potencial prescrito no nó corresponde!! 
J; 
te à direção do gradiente incógnito. 
Esta Última abordagem faz reduzir consideravel 
mente o trabalho de solução do sistema de equações (IV-77) e 
é utilizada de maneira análoga quando temos o potencial in 
cógnito em todos os nós que compõem o nó múltiplo. Desta fei 
ta, contudo, temos de calcular o potencial em um dos nós e 
recorrermos às equações suplementares a fim de também deter 
miná-lo nos outros. Cabe observar, finalmente, que se os 
gradientes prescritos em duas ou mais direções num mesmo Pº!! 
to da discretização, forem equivalentes, ou seja, de mesmo 
valor não há necessidade de introduzirmos nôs múltiplos pois 
existe apenas uma incógnita que é o potencial no referido po!! 
to. 
Em resumo, as condições de contorno num no múl 
tiplo devem ser introduzidas da seguinte maneira 
a) se temos para incógnita no nó, o gradiente 
em mais de uma direção, não introduzimos nó múltiplo e tere 
mos, inevitavelmente, um resultado com aproximação pouco a 
ceitável; 
b) se temos para incógnita, o gradiente no máxi 
mo em uma direção, introduzimos o nó múltiplo associado as 
equações suplementares e conseguiremos resultados bastante 
satisfatórios. 
Finalmente, agora, após estudados e discutidos 
os itens acima, passamos à concepção de um programa automá 
tico para computadores que desenvolva de forma sistemática 
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a solução dos problemas de campo em domínio tridimensional e 
representados pela citada equação de Poisson, pelo Método dos 
Elementos de Contorno. 
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CAPÍTULO V 
ALGUNS TOPICOS DO PROGRAMA PARA COMPUTADORES 
Muito embora envolvendo as limitações citadas no 
desenvolvimento do nosso estudo, idealizamos um programa auto 
mático para computadores B - 6700, em linguagem FORTRAN, apr~ 
sentando, a seguir, um breve resumo da sua estrutura. 
O programa apresenta uma divisão de atividades em 
subrotinas principais e secundárias, ficando o programa 




Em primeiro lugar, sao lidos e impressos os dados 
necessários à completa e perfeita execução do programa, na 
subrotina DADOS. Tal subrotina procede estas leituras e im 
pressoes na seguinte ordem 
a) coordenadas dos nós no contorno; 
b) conetividade ou incidência dos elementos; 
c) condições de contorno nos nós do contorno; 
d) coordenadas dos nós no interior do domínio. 
As coordenadas dos nós (no contorno e no interior do domínio) 
podem ser dos tipos cartesianas, cilíndricas ou esféricas 
sendo que, nos dois últimos casos, os ângulos podem ser 
, 
da 
dos em graus ou radianos. Para proceder a leitura e 
sao destas coordenadas, a subrotina principal DADOS 
impre~ 
recorre 
a uma outra secundária de denominação COORD. A conetividade 
de cada elemento e a condição de contorno de cada nó, por sua 
vez, são lidos e impressos na pfopria subrotina DADOS sendo , 
porêm, impressa, juntamente com a conetividade, a área de ca 
da elemento que tambêm é determinada com o auxílio de uma 
subrotina secundária chamada AREAS. Cada condição de contor 
no deve ser especificada pela denominação "POTENCIAL" ou 
"DERIVADA" que indicam, respectivamente, se ê prescrito, num 
determinado nó, o potencial ou o gradiente. Alêm dos dados 
do programa, outros valores necessários à sua execução sao 
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lidos através dessa subrotina DADOS, por intermédio da subr~ 
tina secundária PESOS. Trata-se das coordenadas triangul~ 
res e das constantes-peso dos pontos de integração, ineren 
tes, corno vimos, ao processo de integração numérica que 
consta na formulação do método estudado. 
Em seguida ao processamento da subrotina DADOS, 
o programa parte para a determinação dos elementos das rnatri 
zes G e H e do vetor B do sistema de equaçoes (IV-76) e, lo 
~ 
go após, dos elementos da matriz A e do vetor F do sistema 
(IV-77), através da subrotina FMATR. Corno vimos, a deterrni 
naçao de tais elementos requer a execução de integrações ex~ 
tas e numéricas, e, para tanto, o programa recorre as subro 
tinas secundárias INTEX e INTEG, respectivamente. 
Após montado o sistema (IV-77), o mesmo é solu 
cionado pelo método da triangularização de Gauss,fornecendo, 
tal solução, os valores dos potenciais e dos gradientes in 
cógnitos dos nós do contorno. Esta etapa do programa se de 
senvolve na subrotina GAUSS que, após determinar as incógn~ 
tas do problema, ainda ordena os potenciais (lidos e calcu 
lados) e os gradientes (lidos e calculados), cada um dos do 
is grupos em vetores distintos. 
Quando sao requeridos valores do potencial em 
pontos situados no interior do domínio, o programa executa a 
inda a subrotina INTER que determina, também com o auxílio 
da subrotina INTEG, as matrizes retangulares G e H, e o ve 
tor ~' do sistema de equações (III-51), e, consequentemente, 
o vetor U, que armazena os potenciais pretendidos. 
-p 
Finalmente, os resultados finais do programa, ou 
seja, os potenciais e os gradientes (derivadas) dados e cal 
culados no contorno e os potenciais calculados no interior 
do domínio, são impressos através da subrotina SAIDA. 
Além das já citadas subrotinas, o programa se 
utiliza ainda de uma subrotina de carater auxiliar denomina 
da INDIC que se presta apenas à determinação dos elementos 
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de um vetor que armazena os índices das linhas de G ou H numa 
ordem tal que, inicialmente constem aquelas a serem conside 
radas na solução do sistema (IV-77) e, posteriormente, as não 
consideradas. Para entendermos com maior clareza o objetivo 
de tal subrotina, basta lembrarmos que em cada nó múltiplo 
somente necessitamos 
sistema de equações, 
considerar, para 
um dos nós que o 
a solução do referido 
cornpoe, o que implica 
em desprezarmos os demais e,consequenternente, as linhas e 
colunas correspondentes na matriz A. 
O programa emite, eventualmente, algumas 
gens no intuito de orientar o usuário caso ele corneta 
rnensa 
algum 
engano ou omissão na preparação dos dados, ou mesmo, para in 
dicar alguma particularidade do exemplo estudado. Tais rnensa 
gens não englobam, todavia, todas as possíveis causas de er 
roe têm, na verdade, objetivo de apenas esclarecer o usuário 
em alguns pontos, visto que o próprio computador já tem a 
propriedade particular de emissão de mensagens esclarecedoras 
durante ou imediatamente após a execução de qualquer progr~ 
ma. As referidas mensagens emitidas pelo nosso programa, in 
dicarn erro no tipo de coordenadas, na unidade dos ângulos ou 
nas condições de contorno sugeridas corno, também, um possível 
erro na conetividade de um determinado elemento que torne a 
sua área nula. Além desses erros, o programa indica, ainda, 
quando existe urna singularidade na matriz A e quando o cálcu 
lo do potencial em nós internos ao domínio não é solicitado. 
À exceção deste último caso, o programa é automaticamente en 
cerrado após a emissão da mensagem. 
As limitações de ordem técnica do programa, res 
tringern-se praticamente às dimensões dos vetores e matrizes, 
que podem ser alteradas até os limites da máquina utilizada 
(no nosso caso, o computador B-6700), para a linguagem FORI'RAN 
sem promover quaisquer modificações de carater estrutural no 
programa. No caso da linguagem FORTRAN do B-6700, os vetores 
e matrizes podem armazenar pouco mais de 65000 elementos o 
que nos levaria a um valor demasiadamente pequeno para o rnáxi 
mo número de nós no contorno. Corno as maiores matrizes cal 
culadas e usadas no programa são de ordem nxn, sendo n o 
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número de nós no contorno, teríamos que limitar este número 
em aproximadamente 255.sendo este valor, corno já dissemos 
muito pequeno, tendo em vista as aplicações práticas que p~ 
deriarn requerer a utilização do programa, acatamos, na idea 
lização do mesmo, o recurso de utilização da memória auxili 
ar, trabalhando separadamente com blocos das matrizes, for 
rnados por algumas linhas e todas as colunas, que sao grav~ 
dos em disco. Com isto ampliamos satisfatoriamente a capac~ 
dade do programa, embora o torne menos económico quando o 
número de nós no contorno ultrapassa o referido limite de 
255. Numa outra linguagem, mais poderosa, porém, 
usual , este problema seria praticamente eliminado. 
menos 
O manual de utilização do programa desenvolvido, 
assim corno urna listagem do mesmo, são apresentados em Apê~ 
dice, no objetivo de prestar maiores esclarecimentos sobre 
o mesmo, fornecendo, assim, urna orientação mais precisa ao 
usuário. 
A fim de podermos discutir alguns aspectos refe 
rentes à análise dos resultados fornecidos pelo programa 
vamos apresentar um exemplo meramente ilustrativo da utiliza 
ção do mesmo. Suponhamos, então, que queiramos estudar a 
distribuição de temperatura num elemento cúbico de aresta u 
nitária, corno mostrado na figura (V-1), em que o fluxo de ca 
- - o lor e nulo nas faces laterais, a temperatura e de O C na fa 



















T = 10°c 
T • d'c 
FIGURA ( ll -2) 
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A solução exata de tão simples exemplo é determ~ 
nada com extrema facilidade. Assim, teremos que na face su 
perior o gradiente de temperatura é constante e igual a 
10°c/m e na face inferior é, naturalmente, - 10°c/m, se sup~ 
mos que as medidas do cubo são fornecidas em metros. Nas 
faces laterais teremos na solução, uma variação linear da 
temperatura, como apresentada na figura (V-2). Vamos, ag~ 
ra, resolver este mesmo probelma, numericamente, pelo Méto 
do dos Elementos de Contorno, utilizando o programa desen 
volvido no presente estudo. Para tanto, suponhamos inicial 











FIGURA (Y - 31 
Observemos que existem nós duplos em todos os 
pontos da discretização do contorno pois em cada um deles 
conhecemos o valor do potencial e um valor do gradiente (n~ 
lo nas direções ortogonais às faces laterais). 
Fornecendo, então, os dados necessários a com 
pleta solução do problema, considerando, ainda, sete pontos 
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no interior do domínio com as coordenadas cartesianas (0.5 , 
0.5, 0.5), (0.25, 
0.5), (0.5, 0.75, 
O • 5, 
O. 5) , 
0.5), (0.75, 0.5, 
(0.5, 0.5, 0.25) 
0.5), (0.5, 0.25 
e (0.5, 0.5,0.75) 
o programa nos oferece os resultados indicados na tabela (V-
-1) . 
Tal tabela contém a impressão completa dos da 
dos e resultados do programa para que possamos observar a 
configuração e distribuição dos valores emitidos. Inicialme~ 
te, aparece um cabeçalho comum a todas as impressões do pr~ 
grama para, em seguida, constarem o título do programa, o p~ 
tencial e o gradiente considerados e os dados gerais do pro-
grama, ou seja, número de nós no contorno, numero de 
tos, número de nós no interior do domínio, numero de 




guir, são impressas as coordenadas dos nós do contorno, as 
conetividades dos elementos, as condições de contorno e as 
coordenadas dos nós no interior do domínio, completando as 
sim, a impressão de todos os dados necessários. Logo após, 
constam os resultados do programa, ou seja, os potenciais e 
derivadas dos nós do contorno e os potenciais nos nós inter 
nos. Finalmente, em página separada, indica-se um quadro oo~ 





* * * * * * * PROGRAMA PARA ANALISE DE PROBLEMAS DE CAMPO * 
* * ******************************************************** 
* * * * * MtTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO * 
* * * * ******************************************************** 
* * * * * * * CARACTERISTICAS * 
* * ! DOMINIO TRIDIMENSIONAL ! 
* ELEMENTOS TRIANGULARES * 
* * * COM VARIACAO LINEAR * 
~******************************************************* 
* * * * * PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL - COPPE/UFRJ * 
* * * * * TESE DE MESTRADO - 1979 * 
* * * * * AUTOR: * 
* *  PEDRO AUGUSTO CEZAR OLIVEIRA DESA  
* * * ORIENTADOR: * 
* * ! ANDRES LUDOVICO HALBRITTER ! 
* * ******************************************************** 
TESTE DO CUBO 
TRANSFERENCIA DE CALOR 
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TEMPERATURA POTENCIAL CONSIDERADO 
DERIVADA DO POTENCIAL GRADIENTE DE TEMPERATURA 
DADOS DO PROGRAMA 
NUMERO DE NOS NO CONTORNO = 
NUMERO DE ELEMENTOS = 
NUMERO DE NOS NO INTERIOR DO DOMINIO = 
NUMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO = 






COORDENADAS DOS NOS DO CONTORNO 
CARTESIANAS 
NO X y z 
1 .lOOOOE+Ol o. .lOOOOE+Ol 
2 .lOOOOE+Ol o. o . 
3 .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol 
4 .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol o . 
5 o. . lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol 
6 o. .lOOOOE+Ol o. 
7 o. o . .lOOOOE+Ol 
8 o . o. o . 
9 . lOOOOE+Ol o. .lOOOOE+Ol 
10 o. o . .lOOOOE+Ol 
11 .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol 
12 o. .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol 
13 .lOOOOE+Ol o . o. 
14 o . o . o. 
15 .lOOOOE+Ol .lOOOOE+Ol o. 
16 o. .lOOOOE+Ol o. 
CONETIVIDADE DOS ELEMENTOS 
ELEMENTO NOS AREA 
1 1 2 4 .50000E+OO 
2 1 4 3 .50000E+OO 
3 3 4 6 .50000E+OO 
4 3 6 5 .50000E+OO 
5 5 6 7 .50000E+OO 
6 7 6 8 .50000E+OO 
7 7 8 1 .50000E+OO 
8 1 8 2 .50000E+OO 
9 10 9 11 .50000E+OO 
10 10 11 12 .50000E+OO 
11 13 14 15 .50000E+OO 
12 15 14 16 .50000E+OO 
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CONDICOES DE CONTORNO 
NO VALOR PRESCRITO 
1 DERIVADA o. 
2 DERIVADA o . 
3 DERIVADA o. 
4 DERIVADA o . 
5 DERIVADA o . 
6 DERIVADA o . 
7 DERIVADA o. 
8 DERIVADA o. 
9 POTENCIAL .10000E+02 
10 POTENCIAL .10000E+02 
11 POTENCIAL .10000E+02 
12 POTENCIAL .10000E+02 
13 POTENCIAL o . 
14 POTENCIAL o. 
15 POTENCIAL o. 
16 POTENCIAL o. 
COORDENADAS DOS PONTOS NO INTERIOR DO DOMINIO 
CARTESIANAS 
NO X y z 
1 .50000E+00 .50000E+OO .SOOOOE+OO 
2 .50000E+OO .25000E+00 .50000E+00 
3 .50000E+OO .75000E+OO .SOOOOE+OO 
4 .75000E+OO .50000E+OO .SOOOOE+OO 
5 .25000E+00 .SOOOOE+OO .50000E+OO 
6 .50000E+00 .50000E+OO .75000E+00 
7 .50000E+OO .SOOOOE+OO .25000E+OO 
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RESULTADOS DO PROGRAMA 
POTENCIAIS E DERIVADAS NO CONTORNO 
NO POTENCIAL DERIVADA 
1 .10000E+02 o. 
2 o. o . 
3 . 10000E+02 o. 
4 o. o . 
5 . 10000E+02 o. 
6 o. o . 
7 . 10000E+02 o. 
8 o. o . 
9 . 10000E+02 .10001E+02 
10 .10000E+02 .99998E+Ol 
11 .10000E+02 .99998E+Ol 
12 .10000E+02 .10001E+02 
13 o. -.10001E+02 
14 o. -.99998E+Ol 
15 o. -.99998E+Ol 
16 o. -.10001E+02 











* * * TEMPOS DE PROCESSAMENTO DO PROGRAMA * 
* * *"*********************************************** 
* * * UNIDADE: SEGUNDOS * 
* * ************************************************ 
* * * * SEGMENTO DO PROGRAMA * TEMPO * 
* * * ************************************************ 
* * * * LEITURA E IMPRESSAO DE DADOS * 1.167 * 
** ** 3.217 ** FORMACAO DAS MATRIZES 
* * * * SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES * 0.033 * 
* * * * POTENCIAIS NOS PONTOS INTERNOS* 1.700 * 
* * * * IMPRESSAO DE RESULTADOS * 0.133 * 
* * * ************************************************ 
* * * * TOTAL * 6.250 * 
* * * ************************************************ ' 
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Analisando tais resultados, observamos que no cá! 
culo das incógnitas, potencial e derivada, uma aproximação m~ 
ior se verifica nos resultados dos nós do contorno, visto que, 
neste caso, algumas das integrações são feitas exatamente, e~ 
quanto que, para os nós internos recorremos sempre à integr~ 
ção numérica. Isto pode ser constatado em observância à tabe 
la (V-2), onde indicamos os erros relativos de cada resultado 
realmente calculado, notando que o potencial exato nos nós 
internos de 1 a 5 vale 5°c, no nó 6 vale 7.5°c e no nó 7 vale 
o 2.5 c. 
T A B E L A (V-2) 
NÕS NO CONTORNO 
NÕ ERRO - (DERIVADA) - % 
9 0.010 
10 - 0.002 
OBS.: Os nós de 11 a 16 possuem 
dois a dois, os mesmos erros 
dos nós 9 e 10. 
NÕS INTERNOS 
NÕ ERRO - (POTENCIAL) - % 
1 - 0.562 
2 - 2.430 
3 - 2.584 
6 - 5.306 
7 0.294 
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OBS.: O nó 4 tem o mesmo erro 
relativo do nó 2 e o no 
5 o mesmo do nó 3. 
Os resultados nao referidos na tabela (V-2) sao 
valores fornecidos como dados do programa ou determinados p~ 
las citadas "equações suplementares" (nós duplos). 
tra a 
Uma discretização mais refinada, como 
figura (V-4), é então sugerida a fim de que 
a que mos 
possamos 
testar a convergéncia do método e verificar a aproximação p~ 
ra valores calculados do potencial em nós do contorno. 
::~·.: 
25 28 31 
FACE SUPERIOR 
19v.!711 ITT , m" [7.[711. ·ºrn 2 [SJSJ . [S:[SJ 14 rn20 
21 24 3 6 9 12 15 18 21 
INFERIOR 
FACES" LATERAIS 
FIGURA ( :iz:-41 
Neste caso, sao dados como condições de contorno, 
o valor nulo do gradiente nos pontos de 1 a 24, a temperatura 
igual a 10°c nos pontos de 25 a 33 e a temperatura nula nos 
pontos de 34 a 42. Teremos, desta vez, 16 nós duplos (1,3 
4,6, ... ,22,24), onde os potenciais são determinados pelas "e 
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quaçoes suplementares" e nao se constituem, portanto, em va 
lores calculados no programa e sim em valores fornecidos co 
mo dados. Excluindo, portanto, os valores fornecidos como 
condições de contorno e mais estes últimos determinados p~ 
las chamadas "equações suplementares", os demais valores, ou 
seja, os valores realmente calculados pelo programa são ind! 
cados na tabela (V-3), onde também constam, em percentagem, 
os erros relativos. 
TABELA (V-3) 
NÕS NO CONTORNO 
SOLUÇÃO NUlli'.:RICA 
NÕ 
SOLUÇÃO EXATA ERRO 
POTENCIAL DERIVADA POTENCIAL DERIVADA RELATIVO(% 
2 5.0 5.0 o.o 
25 10.0 10.0 o.o 
27 9.9996 10.0 - 0.004 
34 - 10.0 - 10.0 o.o 
36 - 9.9996 - 10.0 - 0.004 
OBS.: Os nos 5, 8, 11, ... 23 têm os mesmos resultados e 
erro relativo do no 2, os nós 26, 28, 29, 30, 32 e 
33 os mesmos do no 25, o no 31 os mesmos do nó 27, os 
nós 35, 37, 38, 39, 41 e 42 os mesmos do nó 34 e o 





SOLUÇÃO NUMtRICA SOLUÇÃO EXATA 
1 5.0 5.0 
2 4.9992 5.0 
6 7.4983 7.5 
7 2.5001 2.5 
OBS.: Os nos de 3 a 5 possuem os mesmos 








Observamos, portanto, que com essa nova discreti 
zaçao os resultados se apresentam mais próximos dos seus valo 
res reais, o que nos leva a crer na convergência e na eficiên 
eia do método. 
Um outro modelo de discretização pode, ainda, ser 
escolhido para o exemplo abordado, qual seja, o mostrado na 
figura (V-5), em que teremos, como condições de contorno, o 
gradiente nulo nos nós de 1 a 12, a temperatura de 10°c nos 
nós de 13 a 17 e a temperatura nula nos nos de 18 a 22. Nes 
te caso, os nós duplos serao em numero de oito (1, 2, 4, 5 
7, 8, 10, 11), onde o potencial é previamente conhecido.e de 
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Os resultados realmente calculados no programa 
sao apresentados, então, na tabela (V-4) juntamente com os 
erros relativos. 
T A B E L A (V-4) 
NÕS NO CONTORNO 
SOWÇÃO N!JME;RICA SOLUÇÃO EXATA ERID 
NÕ 
PCII'ENCIAL DERIVADA PCII'ENCIAL DERIVADA RELATIVO (%) 
3 5.0 5.0 o.o 
13 10.0 10.0 o.o 
15 9.9993 10.0 - 0.007 
18 - 10.0 -10.0 o.o 
20 - 9.9993 -10.0 - 0.007 
OBS.: Os nos 6, 9 e 12 têm os mesmos resultados e erro re 
lativo do nó 3, os nós 14, 16 e 17 os mesmos do nó 
13 e os nós 19, 21 e 22 os mesmos do nó 18. 
NÕS INTERNOS 
POI'ENCIAL ERID NÕ 
SOLUÇÃO NlJME;RICA OOWÇÃO EXATA RE:LATIVO (%) 
1 4.9999 5.0 - 0.001 
2 4.9964 5.0 - 0.036 
6 7.4922 7.5 - 0.104 
7 2.5007 2.5 0.028 
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OBS.: Os nós de 3 a 5 possuem os mesmos 
resultados e erro relativo do nó 
2 
Com isto comprovamos mais uma vez a eficiência do 
mêtodo, visto que, nesta nova discretização, os resultados 
permanecem consideravelmente próximos dos reais, com aprox! 
mação inferior nos nós internos ao domínio, por razões já le 
vantadas. 
Como dito no capítulo precedente, os resultados 
serao sempre confiáveis desde que tenhamos o gradiente incó~ 
nito em apenas uma direção num ponto situado numa região de 
descontinuidade geométrica. A distorção provocada nos resul 
tados em decorrência de termos o gradiente incógnito em duas 
ou mais direções, nas condições citadas, pode ser apreciada 
através deste mesmo exemplo aqui discutido se supomos, por 
exemplo, que as condições de contorno são a temperatura de 
10 °c na face superior, de oºc na face inferior e variando, 
segundo indica a figura (V-2), na face Y = 1 da figura (V-1), 
além do gradiente nulo nas demais faces do cubo. 
Nestas condições, os nos 3, 4, 5 e 6 da discreti 
zaçao apresentada na figura (V-3) terão de ser duplos pois 
necessitaremos introduzir os valores do potencial e gradie~ 
te previamente conhecidos, e os nós 11, 12, 15 e 16 nao pod~ 
rão ser duplos pelo fato de aí, o único valor prescrito ser o 
do potencial. Como já sabemos, isto provocará erros conside 
ráveis pois, em tais nós, o gradiente possui dois valores e 
nao apenas um como será emitido na solução. Alterando, PºE 
tanto, a numeração da referida discretização no intuito de 
considerarmos as novas condições de contorno, teremos a dis 










FIGURA (1z:- 6) 
Os resultados realmente calculados pelo progr~ 
ma serao, evidentemente, os gradientes nos nos 5 a 8 e 13 a 
16, além dos potenciais nos nós internos. Tais valores cons 
taro na tabela (V-5) onde podemos observar claramente a dis 




NÕS NO CONTORNO 
DERIVADA 
NÕ SOLUÇÕES EXATAS 
SOLUÇÃO NU~RICA 
DIREÇÃO y DIRECÃO z 
-
5 5.6768 o.o 10.0 
6 - 5.6766 o.o - 10.0 
7 5.6772 o . o 10.0 
8 - 5.6774 o.o - 10.0 
13 11. 35 10.0 
15 - 11. 35 - 10.0 
OBS.: O nó 14 tem os mesmos resultados do nó 13 e o nó 




SOLUÇÃO NU~RICA SOLUÇÃO EXATA 
1 4.9719 5.0 
2 4.8785 5.0 
3 4.8708 5.0 
4 4.8788 5.0 
5 4.8706 5.0 
6 7.1604 7.5 
7 2.5889 2.5 
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Como observamos, os resultados, neste caso, estão 
muito aquém de uma aproximação considerada razoável, sendo 
que, nos nós internos, desta vez, os resultados calculadoses 
tão mais próximos dos reais. Nos nós de 5 a 8 no contorno 
onde haveriam de existir nós duplos, os valores encontrados 
para o gradiente são mais próximos da média (5.0) do que de 
um dos valores corretos (O.O ou 10.0), o que não ocorre em 
relação aos valores encontrados nos nós de 13 a 16 que estão 
mais próximos do valor correto (10.0). f evidente que se 
tivermos um exemplo de grandes proporçoes e forem poucos os 
pontos onde se registram tais problemas, o erro pode ser ali 
viado porém nunca totalmente contornado. Portanto, repet~ 
mos que o fato de não podermos prescrever o potencial em ma 
is de um ponto com coordenadas idênticas se constitue na 
maior e mais preocupante limitação do nosso estudo. 
No próximo capítulo, mostraremos, finalmente, al 
gumas aplicações práticas do método estudado, paralelamente 




A P L I C A Ç O E S 
Para concluirmos o nosso estudo, apresentamos, a se 
guir, três aplicações práticas do Mêtodo dos Elementos de Con 
torno aplicado a problemas de transferência--de calor e de fluxo 
de água no solo. 
APLICAÇÃO 1: 
Inicialmente, consideremos uma peça cilíndrica tal 
como mostrada na figura (VI - 1) em que desejamos estudar adis 
tribuição de temperatura em seu interior e sobre as superfícies 
de contorno9 , conhecidos previamente: 
a) o gradiente de temperatura aT = O nas faces laterais e 
an 
o = 31,21· C/ cm na face inferior, e, 
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f evidente que, nas condições supostas, o problema 
pode ser estudado como sendo de fluxo bidimensional e é aqui 
considerado, apenas no objetivo de mostrarmos a convergéncia 
do método e a comparação dos resultados com a solução exata co 
nhecida, num exemplo em que as superfícies de contorno não sao 
planas como supõe o modelo desenvolvido. 
Se considerarmos as discretizações mostradas nas fi 
guras (VI-2) e (VI-3) e mais três pontos no interior do 
nio, dispostos de modo a ficarem equidistantes das faces 
domí 
late 
rais e distantes 1 cm, 2 cm e 3 cm, respectivamente, das faces 
superior e inferior, teremos duas soluções numéricas distintas 
para o problema sugerido. 
'4ü" FACE SUPERIOR 
13 15 
10 1 4 7 10 
2 5 8 11 FACES LATERAIS 
12 3 6 9 12 
"~" FACE INFERIOR 
18 20 
FIGURA { Ill:-21 
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:~: FACE SUPERIOR 
31 34 
1 • 16 21 
22 2 1 17 22 
23 3 • 18 23 FACES LATERAIS 







38 41 FAC E INFERIOR 
39 42 
FIGURA ( :lZI -31 
Como dissemos, o fluxo é bidimensional e se proce~ 
sara nas direções do raio da peça cilíndrica, ou seja, nas di 
reções normais às superfícies inferior e superior da peça. Por 
tanto numa seção curva paralela a estas faces, o potencial, por 
exemplo, será constante, sendo as variações por ventura verifi 
cadas em pontos pertencentes a uma mesma seçao curva, decorren 
tes das aproximações inevitáveis no cálculo pelo programa. As 
sim sendo, podemos apresentar como na tabela (VI-1), os resul 




RAIO la. OOLUÇÃO NUM!ffiICA 2a. SOLUÇÃO NUM!ffiICA OOLUÇÃO EXATA 
(cm) 
T (ºc) ôT ( ºcL ) T {°c) ôT (09, ) T (Oc) ôT (f)c ) 
ôn ·"- ôn cm ôn ,6m 
1 73.289 31.210 71.699 31.210 70.25 31.21 
2 41. 797 50.482 48.60 
3 38.292 37 .033 35.96 
4 27.892 27.382 26.96 
5 20.000 - 7.464 20.000 - 6.615 20.00 - 6.24 
À exceçao da temperatura nos pontos de raio igual a 
5cm e do gradiente nos pontos de raio igual a 1cm, todos os de 
mais valores são calculados no programa. Os potenciais (temp~ 
raturas) nos pontos de raio 2cm, .3cm e 4cm da primeira solução 
numérica sao resultados de pontos internos, enquanto os demais 
potenciais e gradientes, são valores médios de resultados no con 
torno. 
Como podemos verificar,há convergéncia dos resulta 
dos numéricos para o valor exato conhecido à medida que o cantor 
no é melhor discretizado. Tal fato é confirmado na tabela (VI-2) 
onde são indicados os erros relativos de cada resultado numérico,. 
TABELA (VI-2) 
ERRO RELATIVO ( % ) 
RAIO 1? SOLUÇÃO NUM!ffiICA 2':' SOLUÇÃO NUM!ffiICA 
(cm) 
T ôT T ôT 
~n ·an 
1 4.33 - 2.06 -
2 -14.00 3.87 
3 6.48 2.98 
4 3.46 1.57 
5 - 19.62 - 6.01 
76 
Apesar de comprovada a convergência do método, ve 
rificamos que em alguns resultados o erro percentual se aprese~ 
ta relativamente grande o que se deve porém, ao fato de superff 
cies curvas serem discretizadas com elementos planos. A sim 
ples introdução de "elementos quadráticos" ou "cúbicos" torna 
ria as soluções numéricas mais aprimoradas, e teríamos melhores 
resultados com discretizações menos trabalhosas. 
APLICAÇÃO 2 
Vamos agora considerar um problema de transferên 
eia de calor que ocorre nas estruturas de reatores nucleares 
qual seja, o problema decorrente do alto gradiente de temperat~ 
ra que se verifica nas paredes do vaso de pressão do reator. To 
roemos, como exemplo, a estrutura apresentada na figura (VI-4 






16 m , FIGURA (1ZI-4) 1'"' 1 rm ! rm 
Se considerarmos que a temperatura no interior do 
vaso e constante e igual a 90°c e, no exterior é mantida igual 
a 30ºC, poderemos, devido à simetria do problema, discretizar 
apenas um quarto da superfície de contorno da estrutura, como 
mostrada na figura (VI-5) e, assim, considerar como condição de 
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contorno nas faces referentes ao seccionamento da estrutura, o 
gradiente nulo. Assim, teremos previamente conhecidos 
a) a temperatura T= 90 ·ºe nas faces internas e T= 30 °c nas faces 
externas do vaso de pressao, e, 

















Para estudarmos este problema, vamos 
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FACE i! ; O 
119 120 l21 122 l.23 124 
k---::'.'. 1 ;;::::----- , ___________ 1 =----------1 _::::::::::::=-1 
128 129 130 131 132 133 
147 148 149 150 151 152 
W121121 
153 154 155 156 157 158 
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FACE CILÍNDRICA EXTERNA 
153 154 155 156 157 1.58 
ls:ts;:l:s;Js;Js;] 
159 160 161 l.62 164 
IZL?12121ZI 
165 166 167 168 169 170 
171 l.72 173 174 175 176 
i ------------ 1 _::::::::::::=- C-----------: 1---2?'.'. C-----:---- 1 
177 178 1.79 1.80 181 182 



















































Neste exemplo, teremos, porém, resultados com dis 
torções consideráveis pelo fato de não ser possível, ainda , 
estabelecer nós múltiplos em pontos que pertencem a regiões 
de descontinuidade geométrica acentuada, onde conhecemos,pr~ 
viamente, apenas o potencial (temperatura). De qualquer for 
ma, tais resultados são apresentados na tabela (VI-3). 
Os valores dados e calculados da temperatura e do 
gradiente nos diversos pontos da discretização terão a fina 
lidade máxima de, a posteriori, nos servir de dados para a 
determinação das tensões térmicas que surgirão nas paredes 
do vaso de pressão devidas à diferença de temperatura entre 
o seu interior e o ambiente externo, além de nos fornecer a 
distribuição dos mesmos na superfície de contorno do vaso. 
Apesar de nao conhecermos a solução exata do pr~ 
blema, podemos analisar certos resultados porém, de um ponto 
de vista relativamente pouco significativo. 
Sabemos, por exemplo, que é nula a soma algébrica 
do fluxo total de calor que entra com o fluxo total de calor 
que sai em qualquer porçao limitada do corpo por superfícies 
cujo fluxo normal é nulo. 
Podemos, com relativa tolerância, considerar que 
isto ocorre, por exemplo, na porção compreendida pelas sec 
çoes z = 17.5m e z = 14.0m e pelo ângulo e= 15° mostrados 
na figura (VI-7). 
FIGURA (1ZI-7) 
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O fluxo total médio que entra sera 
Q = - k ( at >· 
e an e 
e o fluxo total médio que sai será 
onde 
Q = - k ( ot) A, 
s an s· s 







é o gradiente médio na 




Ae e a area desta seçao, 
at 
an s 
é o gradiente médio na seção curva 
da pelos nós 69, 70, 75 e 76, e 
As e a área desta outra seçao. 
limita 
Se considerarmos (apenas para efeito de análise) 
a condutividade k = 1 Kcal/m ºe, e sendo 
at = 24.44625 °c;m, Ae = 6.414 
an e 
at =0 ---16.81875 ºc/m e As= 9.163 
an s 
os valores procurados sao 
- 156,8 Kcal 





2 m , 
Admitindo os erros, já levantados, que os resul 
tados deste exemplo apresentam, podemos afirmar que a rela 
ção entre o calor que entra e o calor que sai é verificada. 
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T A B E L A (VI-3) 
RESULTADOS DO PROGRAMA 
POTENCIAIS E DERIVADAS NO CONTORNO 
NO POTENCIAL DERIVADA 
1 .30000E+02 -.30086E+02 
2 .30000E+02 -.29817E+02 
3 .30000E+02 -.28061E+02 
4 .30000E+02 -.28082E+02 
5 .30000E+02 -.29866E+02 
6 .30000E+02 -.31013E+02 
7 .30000E+02 -.29295E+02 
8 .30000E+02 -.30016E+02 
9 .30000E+02 -.30060E+02 
10 .30000E+02 -.30020E+02 
11 .30000E+02 -.29239E+02 
12 .30000E+02 -.30889E+02 
13 .30000E+02 -.23607E+02 
14 .30000E+02 -.21306E+02 
15 .30000E+02 -.22440E+02 
16 .30000E+02 -.22470E+02 
17 .30000E+02 -.22411E+02 
18 .30000E+02 -.22452E+02 
19 .30000E+02 -.22414E+02 
20 .30000E+02 -.22485E+02 
21 .30000E+02 -.22512E+02 
22 .30000E+02 -.22858E+02 
23 .30000E+02 -.23195E+02 
24 .30000E+02 -.22282E+02 
25 .30000E+02 -.24641E+02 
26 .30000E+02 -.73265E+Ol 
27 .30000E+02 -.60558E+Ol 
28 .30000E+02 -.67484E+Ol 
29 .30000E+02 -.67272E+Ol 
30 .30000E+02 -.67421E+Ol 
31 .30000E+02 -.67398E+Ol 
32 .30000E+02 -.67480E+Ol 
33 .30000E+02 -.67703E+Ol 
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34 .30000E+02 -.69181E+Ol 
35 .30000E+02 -.76001E+Ol 
36 .30000E+02 -.87485E+Ol 
37 .30000E+02 -.88050E+Ol 
38 .30000E+02 -.10105E+02 
39 .30000E+02 -.11519E+Ol 
40 .30000E+02 -.78919E+OO 
41 .30000E+02 -.92832E+OO 
42 .30000E+02 -.92215E+OO 
43 .30000E+02 -.92271E+OO 
44 .30000E+02 -.92130E+OO 
45 .30000E+02 -.92289E+OO 
46 .30000E+02 -.92735E+OO 
47 .30000E+02 -.98565E+OO 
48 .30000E+02 -.13819E+Ol 
49 .30000E+02 -.22318E+Ol 
50 .30000E+02 -.25748E+Ol 
51 .30000E+02 -.29602E+Ol 
52 .30000E+02 -.17962E+OO 
53 .30000E+02 -.31219E-01 
54 .30000E+02 -.71003E-01 
55 .30000E+02 -.62853E-01 
56 .30000E+02 -.61125E-01 
57 .30000E+02 -.59359E-01 
58 .30000E+02 -.59255E-01 
59 .30000E+02 -.59121E-01 
60 .30000E+02 -.78367E-01 
61 .30000E+02 -.13710E+00 
62 .30000E+02 -.16057E+00 
63 .30000E+02 -.92602E-01 
64 .30000E+02 -.25968E+OO 
65 .30000E+02 -.10851E+00 
66 .30000E+02 -.18565E+Ol 
67 .30000E+02 -.13983E+02 
68 .30000E+02 -.17633E+02 
69 .30000E+02 -.16471E+02 
70 .30000E+02 -.16689E+02 
71 .30000E+02 . 31619E-01 
72 .30000E+02 -.16264E+Ol 
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73 .30000E+02 -.14048E+02 
' 
74 .30000E+02 -.17805E+02 
75 .30000E+02 -.16941E+02 
76 .30000E+02 -.17174E+02 
77 .30000E+02 -.62716E-02 
78 .30000E+02 -.17029E+Ol 
79 .30000E+02 -.13883E+02 
80 .30000E+02 -.17662E+02 
81 .30000E+02 -.16643E+02 
82 .30000E+02 -.16881E+02 
83 .30000E+02 -.22166E-02 
84 .30000E+02 -.17178E+Ol 
85 .30000E+02 -.13916E+02 
86 .30000E+02 -.17690E+02 
87 .30000E+02 -.16672E+02 
88 .30000E+02 -.16911E+02 
89 .30000E+02 -.38302E-02 
90 .30000E+02 -.17205E+Ol 
91 .30000E+02 -.13916E+02 
92 .30000E+02 -.17687E+02 
93 .30000E+02 -.16668E+02 
94 .30000E+02 -.16908E+02 
95 .30000E+02 -.39846E-02 
96 .30000E+02 -.17241E+Ol 
97 .30000E+02 -.13924E+02 
98 .30000E+02 -.17697E+02 
99 .30000E+02 -.16677E+02 
100 .30000E+02 -.16920E+02 
101 .30000E+02 .11662E-02 
102 .30000E+02 -.17058E+Ol 
103 .30000E+02 -.13887E+02 
104 .30000E+02 -.17649E+02 
105 .30000E+02 -.16627E+02 
106 .30000E+02 -.16872E+02 
107 .30000E+02 -.81894E-02 
108 .30000E+02 -.17939E+Ol 
109 .30000E+02 -.14122E+02 
110 .30000E+02 -.17982E+02 
111 .30000E+02 -.16974E+02 
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112 ,.30000E+02 -.17225E+02 
113 .30000E+02 .10716E+OO 
114 .30000E+02 -.10437E+Ol 
115 .30000E+02 -.12272E+02 
116 .30000E+02 -.15706E+02 
117 .30000E+02 -.14706E+02 
118 .30000E+02 -.14951E+02 
119 .30000E+02 .17722E-01 
120 .30000E+02 -.43508E+Ol 
121 .30000E+02 -.23332E+02 
122 .30000E+02 -.30783E+02 
123 .30000E+02 -.30005E+02 
124 .30000E+02 -.30339E+02 
125 .30000E+02 -.12386E+Ol 
126 .30000E+02 -.15052E+Ol 
127 .30000E+02 -.15218E+Ol 
128 .30000E+02 .96481E-01 
129 .30000E+02 -.18159E+OO 
130 .30000E+02 -.11767E+Ol 
131 .30000E+02 -.21549E+Ol 
132 .30000E+02 -.21254E+Ol 
133 .30000E+02 -.22829E+Ol 
134 .30000E+02 -.56552E+00 
135 .30000E+02 -.39629E-01 
136 .30000E+02 -.95307E+OO 
137 .30000E+02 -.22670E+Ol 
138 .30000E+02 -.30783E+Ol 
139 .30000E+02 -.32250E+Ol 
140 .30000E+02 -.33842E+Ol 
141 .30000E+02 -.10364E-01 
142 .30000E+02 -.50401E-01 
143 .30000E+02 -.16782E+OO 
144 .30000E+02 -.28143E+OO 
145 .30000E+02 -.26060E+00 
146 .30000E+02 -.39842E+OO 
147 .30000E+02 -.44408E-01 
148 .30000E+02 -.64458E-01 
149 .30000E+02 -.12284E+OO 
150 .30000E+02 -.16345E+OO 
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151 .30000E+02 -.14288E+00 
152 .30000E+02 -.23761E+00 
153 .30000E+02 .18251E-01 
154 .30000E+02 .86030E-01 
155 .30000E+02 .12311E+OO 
156 .30000E+02 .13470E+OO 
157 .30000E+02 .15600E+OO 
158 .30000E+02 .10329E+OO 
159 .30000E+02 -.26034E-01 
160 .30000E+02 -.61044E+OO 
161 .30000E+02 -.14063E+Ol 
162 .30000E+02 -.20785E+Ol 
163 .30000E+02 -.21884E+Ol 
164 .30000E+02 -.23162E+Ol 
165 .30000E+02 .17379E+00 
166 .30000E+02 .33528E+00 
167 .30000E+02 .11959E+OO 
168 .30000E+02 -.12428E+OO 
169 .30000E+02 -.20492E+OO 
170 .30000E+02 -.24532E+OO 
171 .30000E+02 -.48724E-01 
172 .30000E+02 -.39090E+Ol 
173 .30000E+02 -.10160E+02 
174 .30000E+02 -.13634E+02 
175 .30000E+02 -.14142E+02 
176 .30000E+02 -.14300E+02 
177 .30000E+02 .40713E+OO 
178 .30000E+02 -.13772E+Ol 
179 .30000E+02 -.54364E+Ol 
180 .30000E+02 -.78927E+Ol 
181 .30000E+02 -.80986E+Ol 
182 .30000E+02 -.81957E+Ol 
183 .90000E+02 .12325E+02 
184 .90000E+02 .15558E+02 
185 .90000E+02 .16723E+02 
186 .90000E+02 .16630E+02 
187 .90000E+02 .15289E+02 
188 .90000E+02 .16719E+Ol 
189 .90000E+02 .31780E+Ol 
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190 .90000E+02 .23968E+Ol 
' 
191 .90000E+02 .24807E+Ol 
192 .90000E+02 .25453E+Ol 
193 .90000E+02 .44410E+Ol 
194 .90000E+02 .37762E+Ol 
195 .90000E+02 .53223E+02 
196 .90000E+02 .55233E+02 
197 .90000E+02 .54089E+02 
198 .90000E+02 .54054E+02 
199 .90000E+02 .54111E+02 
200 .90000E+02 .54077E+02 
201 .90000E+02 .54118E+02 
202 .90000E+02 .54057E+02 
203 .90000E+02 .54142E+02 
204 .90000E+02 .51769E+02 
205 .90000E+02 .47276E+02 
206 .90000E+02 .46523E+02 
207 .90000E+02 .44427E+02 
208 .90000E+02 .18865E+02 
209 .90000E+02 .19309E+02 
210 .90000E+02 .19066E+02 
211 .90000E+02 .19037E+02 
212 .90000E+02 .19028E+02 
213 .90000E+02 .19038E+02 
214 .90000E+02 .19042E+02 
215 .90000E+02 .19013E+02 
216 .90000E+02 .19079E+02 
217 .90000E+02 .16702E+02 
218 .90000E+02 .11688E+02 
219 .90000E+02 .10068E+02 
220 .90000E+02 .93254E+Ol 
221 .90000E+02 .25318E+02 
222 .90000E+02 .24514E+02 
223 .90000E+02 .24997E+02 
224 .90000E+02 .24958E+02 
225 .90000E+02 .24969E+02 
226 .90000E+02 .24968E+02 
227 .90000E+02 .24978E+02 
228 .90000E+02 .24940E+02 
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229 .90000E+02 .25004E+02 
230 .90000E+02 .22511E+02 
231 .90000E+02 .17100E+02 
232 .90000E+02 .14583E+02 
233 .90000E+02 .14817E+02 
234 .90000E+02 .24334E+02 
235 .90000E+02 .23619E+02 
236 .90000E+02 .24017E+02 
237 .90000E+02 .23979E+02 
238 .90000E+02 .23982E+02 
239 .90000E+02 .23983E+02 
240 .90000E+02 .23985E+02 
241 .90000E+02 .23938E+02 
242 .90000E+02 .23958E+02 
243 .90000E+02 .21400E+02 
244 .90000E+02 .16010E+02 
245 .90000E+02 .13664E+02 
246 .90000E+02 .13757E+02 
247 . 30000E+02 o . 
248 . 30000E+02 o . 
249 . 30000E+02 o . 
250 . 30000E+02 o . 
251 . 30000E+02 o . 
252 . 30000E+02 o . 
253 .30000E+02 o. 
254 . 30000E+02 o . 
255 . 30000E+02 o . 
256 . 30000E+02 o . 
257 . 30000E+02 o . 
258 .30000E+02 o. 
259 . 30000E+02 o . 
260 .38014E+02 o . 
261 . 88296E+02 o. 
262 . 90000E+02 o . 
263 .90000E+02 o. 
264 .90000E+02 o . 
265 . 90000E+02 o. 
266 . 90000E+02 o . 
26 7 .88896E+02 o. 
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268 . {15946E+02 o • 
269 • 30000E+02 o . 
270 • 30000E+02 o . 
271 • 30000E+02 o . 
272 . 30000E+02 o . 
273 • 30000E+02 o . 
274 . 30000E+02 o . 
275 . 90000E+02 o . 
276 . 90000E+02 o • 
277 . 90000E+02 o . 
278 . 90000E+02 o . 
279 . 90000E+02 o • 
280 . 90000E+02 o • 
281 . 30000E+02 o • 
282 . 36126E+02 o • 
283 • 48471E+02 o . 
284 . 54507E+02 o . 
285 . 55022E+02 o . 
286 . 55161E+02 o . 
287 . 30000E+02 o . 
288 .30000E+02 o. 
289 . 30000E+02 o • 
290 . 30000E+02 o . 
291 . 30000E+02 o . 
292 . 30000E+02 o . 
293 . 90000E+02 o . 
294 . 90000E+02 o . 
295 • 90000E+02 o . 
296 • 90000E+02 o • 
297 .90000E+02 o. 
298 . 90000E+02 o • 
299 .90000E+02 o. 
300 . 90000E+02 o . 
301 . 90000E+02 o . 
302 . 90000E+02 o . 
303 • 90000E+02 o . 
304 . 30000E+02 o . 
305 .30000E+02 o. 
306 . 30000E+02 o . 
91 
307 . 30000E+02 o • 
308 . 30000E+02 o • 
309 • 30000E+02 o • 
310 • 30000E+02 o • 
311 • 30000E+02 o • 
312 • 30000E+02 o • 
313 • 52175E+02 o • 
314 • 55924E+02 o • 
315 • 30000E+02 o • 
316 • 30000E+02 o • 
31 7 • 37140E+02 o • 
318 • 30000E+02 o • 
319 • 30000E+02 o • 
320 • 30000E+02 o • 
321 • 30000E+02 o • 
322 • 30000E+02 o . 
323 • 30000E+02 o . 
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APLICAÇÃO 3 
Estudemos agora um problema de fluxo tridimensio 
nal de água sob uma barragem de concreto. Este caso ocorre, 
por exemplo, quando temos um rio cujo leito é estreito e a 
seção transversal de material poroso (areia) sob a lâmina 
d'água, apresenta as faces laterais com inclinações conside 
ráveis. Imaginemos, portanto, uma barragem de concreto cons 
truída num rio com estas características, como a mostrada na 
figura (VI-8). 
tNA ... 
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A figura (VI-9) ilustra a seçao do rio. 
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o domínio do problema será constituído, natural 
mente, do material poroso (através do qual se verifica o 
fluxo de água), tendo como contorno, as superfícies de con 
tato com o solo impermeável (rocha), com a água e com a bar 
ragem. Considerando, porém, a simetria em relação a seçao 
longitudinal S-S indicada na figura (VI - 9), será necessá 
rio discretizarmos apenas a metade do domínio, como mostra 
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1 
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Local da barragem 
FIGURA (1lI -10) 
Na direção x, sabemos que o domínio deve ser con 
siderado infinito em ambos os sentidos. Como tal considera 
ção não faz parte do modelo sugerido, teremos que, nesta di 
reçao, seccionar o domínio a uma distância tal da barragem 
que os resultados obtidos nas suas proximidades não sejam 
profundamente afetados. Isto porque se o potencial conside 
rado é a pressão representada pela altura d'água e a sua de 
rivada é o gradiente hidráulico, teremos de impor como cond! 
ções de contorno nas superfícies limites normais ao eixo x, 




FIGURA (:ID.-111 Variação da FIGURA (:lIT-12): Variação da 
pressão à montante d a barragem . pressão à jusante da barragem. 
.. 
Naturalmente, a pressão só será assim distribuí 
da em seções muito distantes da barragem e, consequentemente 
os resultados só serão consideráveis para distâncias d 1 e 
d 2 , da figura (VI-10), superiores a determinados valores em 
píricos. Urna maneira razoável de verificar se os resultados 
obtidos são, pelo menos, coerentes, 
seção longitudinal qualquer, de que 
é se certificar, numa 
os valores do potencial 
em pontos diretamente sob a barragem, são intermediários en 
tre os valores conhecidos da altura d'água à jusante e a 
montante da barragem. Isto porque sabemos que o fluxo se di 
rige do maior para o menor potencial sob a barragem. No nos 
so caso, por exemplo, tais valores devem se situar ~ntre 4 rn 
e lrn. 
Consideremos, por exemplo, que d 1 = d 2 = 25 rn e 
adotemos a discretização da figura (VI-13). 
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SUPERFICIE DE SIMETRIA, Y = O 
SUPERFICIE INCLINADA OPOSTA À SUPERFI.CIE DE SIMETRIA 
SUPERFICIES DE CONTATO COM A AGUA, i" = 20 




SUPERFÍCIE DO FUNDO, Z • O 
SUPERfi' CIES LIMITES NORMAIS À DIREÇAO X 
F I G U R A (1ZI - 13 ) 
Como condições de contorno, suponhamos o grad.:!:_ 
ente nulo nas superfícies de contato do solo poroso com ar~ 
cha e com a barragem de concreto (que são impermeáveis) ,além 
da superfície de simetria (y=O); o potencial variando confoE 
me mostram as figuras (VI-11) e (VI-12) nas superfícies x = 
65 ex= O, respectivamente, 
te e igual a 4 à montante da 
20. 
e constante e igual a l à jusa~ 
barragem, nas superfícies z = 
Se analisarmos, por exemplo, os resultados na 
superfície de simetria (y = O), teremos a distribuição de p~ 









l:º~- _1·?~ __ 1._0~ __ 1.?~ _ __!·?º 4f~ _ ~?°- -~-?~ -~-~~ -~·<:º-- ~-~º 
1 1 
1 1 
l ___ , ___ , ___ l 
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11.06 7.60 5.60 4.61 4.32 4.47 4.88 5.49 &40 7.83 10.14 13.03 19001 
1 
1 ·---·---· ---· ---·--- ·---· ---·---·---·---·---·---·---· 
21.00 12.37 8.24 5.99 4.87 4.48 4.56 4.95 5.60 6.60 8.19 10.77 15.14 24.00 
FIGURA ("lZI • 14) 
0 __, 
1.00 1..00 1..00 LOO 4.00 4.00 4.00 4.00 4.00 4.00 
1---·---·---·---·---I 1---·---·---·---·---I mo 1.00 
1 1 1 1 
1 1 1 1 






2.60 2.09 1.00 1.89 2.13 2.55 3.02 3.47 
3.9l 4.1.2 4.35 4.67 
4.22 4.64 5.23 
r·· 
1 
3.08 2.42 2.12 2.09 2.27 250 '°' 3.43 3.85 4.29 
4.84 5.61 6.871 
1 
4.36 3.13 ~ 2.47 2.1.7 2.13 
1 
1 





Como vemos, os resultados em pontos diretamente 
sob a barragem não se situam entre 1 e 4, como esperado, o 
que descaracteriza o fluxo suposto no sentido do maior para 
o menor potencial. A fim de tentarmos melhorar tais resulta 
dos seccionemos o domínio infinito por dois planos normais à 
direção x, por exemplo, a 20m das seções limites (x=O e x= 
65m) da discretização anterior. Conservando as demais consi 
derações feitas para a solução antecedente, teremos, na mes 
ma superfície, os resultados mostrados na figura (VI-15). 
Como podemos observar, os resultados melhoraram 
consideravelmente embora ainda não possamos admitir que esta 
segunda solução seja totalmente satisfatória. Isto so será 
possível quando em duas soluções consecutivas (obtidas 
afastamento contínuo dos planos limites normais ao eixo 
pelo 
x) 
obtivermos valores muito próximos para os mesmos pontos situ 
ados em seções transversais localizadas nas proximidades da 
barragem. 
Admitindo esta última solução, mostraremos os va 















ESPAÇAMENTO ENTRE AS SE~ÕES: sm 
F I G U R A ( 1ZI - 16 ) 
100 
Estes valores sao indicados na figura (VI-17) 
sendo aqueles atribuídos aos pontos internos, como vimos 
sujeitos a erros maiores. 
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Os resultados assim indicados nos permitem ter 




e o N e L u s o E s 
Muitos trabalhos têm sido apresentados dando conta 
da eficiência e da simplicidade do Método dos Elementos de Con 
torno aplicado a problemas de campo e de elasticidade. Tal fa 
to nos leva a crer no sucesso deste Método se aplicado a ou 
tros tipos de problemas também comuns na Engenharia. Como vi 
mos, constatamos a sua simplicidade perante os métodos de domí 
nio, principalmente devida ao fato de trabalharmos apenas com 
o contorno (superfícies ou linhas limites) do domínio do probl~ 
ma, evitando maiores esforços, tanto do calculista como da ma 
quina, na solução dos quesitos a que o método se propoe. A sua 
eficiência pode também ser verificada, em alguns exemplos mais 
simples onde podemos, antecipadamente, conhecer as suas solu 
ções exatas, muito embora, envolvendo, ainda, algumas limita 
çoes. 
No nosso estudo, isto é, na nossa proposta de apl~ 
caro Método dos Elementos de Contorno aos problemas de campo 
tridimensionais em regime permanente, podemos constatar o quao 
simples se torna a abordagem de tais problemas pelo método em 
questão. Devemos, porém, reconhecer a necessidade de impor con 
tinuidade a este estudo, se desejamos tornar o referido método 
competitivo em economia e eficiência com relação aos demais mé 
todos existentes, já quase que totalmente desenvolvidos e exp~ 
rimentados. Verificamos, pois, a clara necessidade de estudos 
mais aprofundados cujos resultados nos permitam contornar a li 
mitação que maior influência exerce sobre a solução de um dado 
problema que é a de não podermos introduzir nós múltiplos em 
pontos da discretização, situados numa região de descontinuida 
de geométrica, onde apenas o potencial é prescrito ou o gradie~ 
te em mais de uma direção é incógnito. 
Embora o fato de algumas integrais serem solucio 
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nadas exatamente auxilie bastante na busca da exatidão para 
os resultados, a integração numérica, usada na solução da 
maioria das integrais que surgem no desenvolvimento, contri 
bue negativamente para tal, devido a que o processo utiliza 
do neste intento propõe-se, como vimos, a solucionar exata 
mente apenas integrais de funções polinomiais do sexto grau. 
Isto, entretanto, não chega a se constituir numa limitação 
tão relevante quanto a anteriormente citada. Porém, de 
qualquer forma, restringe o modelo no que diz respeito a efi 
ciência na solução de um dado problema. Vimos, por exemplo, 
que no primeiro teste efetuado no elemento cúbico de arestas 
unitárias (capítulo V), onde esta se constitue na Única limi 
tação do modelo, os resultados apresentaram.erros relativa 
mente irrelevantes. No entanto, devemos considerar que o 
exemplo era o mais simples que podemos imaginar. 
Um outro fator que, evidentemente, teremos a co~ 
siderar no aprimoramento dos resultados, se relaciona com o 
tipo do elemento segundo o qual a superfície de contorno é 
discretizada. No nosso estudo, limitamos o desenvolvimento 
do método à consideração de elementos triangulares planos 
sobre o qual supomos variar linearmente as funções que des 
crevem o potencial e o gradiente. t óbvio que se a superf! 
cie de contorno se demonstra com certa curvatura e/ou as 
ditas funções não são lineares (e sim, quadráticas, cúbicas, 
etc), os resultados são influenciados levando a solução a 
aproximações grosseiras. Isto pode ser constatado se verif! 
carmos os erros relativos da Aplicação 1 do capítulo VI em 
comparaçao com os erros do citado exemplo do elemento cúbi 
co apresentado no capítulo V. A distância que a solução nu 
mérica mantém da solução exata neste último caso é conside 
ravelmente menor que no outro. A única justificativa nos 
parece ser o fato de discretizarmos superfícies curvas com 
elementos planos, o que, naturalmente, prejudica a solução, 
visto que a representação das superfícies não se procede cor 
retamente. 
Todavia, se ampliarmos o nosso estudo no sentido 
de complementá-lo visando as aplicações práticas mais co 
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muns, ou seja, introduzindo novos tipos de elementos segundo 
os quais o contorno deve ser discretizado, e, se conseguir 
mos superar de maneira satisfatória a limitação referente a 
introdução precisa das condições de contorno, teremos, certa 
mente, um modelo bastante aprimorado e competitivo. 
~ bem verdade que muitas gestões ainda nos restam 
para que o Método dos Elementos de Contorno se torne um ins 
trumento poderoso no tratamento dos muitos problemas que a 
Engenharia nos oferece, porém, é certo também que os resulta 
dos já conseguidos se constituem em grande incentivo a conti 




MANUAL DE UTILIZAÇAO E LISTAGEM DO PROGRAMA 
O programa 
computador B-6700 
e elaborado em linguagem FORTRAN p~ 
e resolve um problema de cada vez com 
as seguintes limitações : 
a) Número máximo total de nos (no contorno e no 
rior do domínio) = 2000, 
inte 
b) Número máximo de nós no interior do domínio= 1000, 
c) Número máximo de nos (no contorno ou no interior do 
domínio) sem a utilização de memória auxiliar ( gr~ 
vaçao em disco) = 100, 
d) Número máximo de nós múltiplos= 100, 
c) Número máximo de elementos= 1500. 
Observamos, contudo, que os limites acima estip~ 
lados podem se estender até os limites da máquina (em torno 
de 65000) perante a simples modificação das dimensões dos ve 
tores definidos no programa, sem qualquer alteração radical 
na sua estrutura. 
Os dados sao introduzidos em grupos distintos de 
cartões como segue : 
Dados Gerais, 
Coordenadas dos Nós no Contorno, 
Incidência ou Conetividade dos Elementos, 
Condições de Contorno, 
Coordenadas dos Nós no Interior do Domínio. 
Para a introdução destes dados cada cartão e di 
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vidido em faixas contendo cada uma 10 colunas, a partir da 
primeira e até, no máximo, a sexagésima coluna. Em cada fai 
xa se introduz um dado (desde que ele seja um dado numérico) 
seguindo a orientação abaixo: 
DADO 
CIÍm11111 NUMERO INTEIRO 
DADO 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
NÚMERO REAL 
O dado numérico inteiro ocupa as cinco primeiras colunas de 
cada faixa (formato I5,5X) e o dado numérico real ocupa to 
da a faixa sendo que o ponto pode ser colocado em qualquer 
coluna (formato Fl~.i). Se o dado é alfa-numérico, ele ocupa 
total ou parcialmente a faixa a partir da coluna 1 até no 
máximo a coluna 60, conforme já esclarecido. 
1) Dados Gerais 
Este grupo de dados se constitue de 5 cartões em 
que constam, na ordem 
a) Título do Programa: 2 cartões em caracteres alfa- numéri 
cos até a coluna 60, no máximo, identificando o problema a 
ser resolvido. 
b) Potencial Considerado: 1 cartão com caracteres alfa-numé 
ricos até, no máximo, a coluna 36, possuindo o nome do pote~ 
cial (temperatura, pressão, etc). 
c) Derivada do Potencial : 1 cartão com caracteres alfa-numé 
ricos até, no máximo, a coluna 36, possuindo o nome do gr~ 
diente (gradiente de temperatura, gradiente hidráulico 
etc) . 
d) Dados Preliminares : 1 cartão com caracteres numéricos a 
té a coluna 40, contendo, na ordem, o número de nós no con 
torno (NNC), o número de elementos (NEL) ,o número de nós no 
interior do domínio (NNI) e o valor da constante p da 
ção V2 u + p = O (P), como indicado abaixo: 
equ~ 
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NNC NEL NNI P 
~ ~. ~ / ' 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
\___ 11 FAIXA _J\___. 2t FAIXA _A_ 3t FAIXA _J\___. •41 FAIXA___/ 
As variáveis NNC,NEL e NNI sao inteiras enquanto P e real. 
2) Coordenadas dos Nós no Contorno 
As coordenadas podem ser cartesianas, cilíndricas 
ou esféricas, sendo que nos dois últimos casos os ângulos 
podem ser dados em graus ou radianos. O número total de 
cartões, neste grupo, depende de corno são introduzidas estas 
coordenadas, sendo a regra básica, a que segue : 
a) Definição do Número de Nós num Tipo de Coordenada: 1 
cartão contendo duas variáveis (a primeira numérica e a se 
gunda alfa-numérica), que sao, na ordem, o numero de 
cujas coordenadas são dadas num certo tipo (NNTC) e o 
de coordenada desses nós (TC), corno indicado abaixo 
NNTC TC 
~ ~ 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
11? FAIXA ----' '---- ,?t FAIXA 
nos 
tipo 
A variável NNTC é inteira e TC é alfa-numérica possuindo, no 
mínimo, 6 caracteres na forma 
CARTES, se as coordenadas sao cartesianas; 
CILIND, se as coordenadas sao cilíndricas; 
ESFERI, se as coordenadas sao esféricas. 
b) Definição da Unidade do Ângulo: 1 cartão com as mesmas 
características do anterior, contendo o número de nós do ti' 
pode coordenada definido, cujas coordenadas angulares sao 
dadas numa certa unidade (NNUA) e a unidade desses ângulos 
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(UA), como indicado abaixo 
NNUA UA 
!~ ~ 
l l l l l l l l l lJI 111111111 
l'-FAIXA 2'-FAIXA 
A variável NNUA é inteira e UA é alfa-numérica possuindo, no 
mínimo, 6 caracteres na forma 
GRAUS~, se a unidade e grau; 
RADIAN, se a unidade é radiano. 
Observações 1) O símbolo~ significa que aquela coluna de 
ve ser deixada em branco. 
2) Se as coordenadas sao cartesianas, este car 
tão não deve existir. 
c) Coordenadas dos Nós : Um numero de cartões igual a NNTC 
quando as coordenadas são cartesianas, ou igual a NNUA em ca 
so contrário, cada um deles com 4 variáveis numéricas (cada 
uma ocupando uma faixa de 10 caracteres), que são, na ordem, 
o número do nó e as três coordenadas relativas a um sistema 
ortogonal de eixos qualquer. Se as coordenadas são cartesia 
nas estas três variáveis são dadas na ordem X,Y, Z; se sao 
cilíndricas, na ordem r,e , z, conforme a figura 














' ' ', 
lf 
,~ 












O número do nó e uma variável inteira, enquanto as coordena 
das são reais. 
A sequência descrita ê repetida cada vez que se 
muda o tipo de coordenada até que sejam introduzidas as pos! 
çoes de todos os nós. A ordem de introdução dos nós com as 
suas coordenadas não obedece a nenhuma restrição. 
3) Conetividade dos Elementos 
Os elementos sao triangulares planos sendo defi 
nidos por 3 nós situados nos seus vértices. Neste grupo, o 
número de cartões é idêntico ao número de elementos e em 
cada um constam 4 variáveis inteiras que são o número do ele 
mento e os 3 nós situados nos seus vértices, dados no senti 
do contrário ao dos ponteiros do relógio, como ilustra o e 





l l l l \si \ 111111116 1 l l l l \ l l \1 11 11 \ I I II I J lsJ I I \ J I 
\___ li! FAIXA___j\____2~ FAIXA_______/\___3~ FAIXA_______/\___ 4~fAIXA___/ 
Os cartões nao precisam ser colocados na ordem natural dos 
elementos. 
4) Condições de Contorno 
A condição de contorno em cada nó é o potencial 
ou a derivada previamente conhecida naquele nó. O modelo 
desenvolvido exige o conhecimento prévio de pelo menos um 
desses valores em cada nó. Se num ponto de descontinuidade 
geométrica conhecemos mais de um valor do gradiente, introdu 
zimos nós múltiplos da maneira já descrita no texto. Este 
111 
grupo possui um número de cartões idêntico ao número de nos 
no contorno (NNC) contendo, cada um, três variáveis (uma nu 
mêrica inteira, uma alfa-numérica e outra numérica real) que 
são, na ordem, o numero do nó do contorno, a identificação 
da condição de contorno (potencial ou derivada) e o seu va 
lar. A segunda faixa será preenchida da coluna 11 até a co 
luna 16 com: 
POTENC, se o valor prescrito e o do potencial, ou 
DERIVA, se o valor prescrito é o do gradiente. 
As demais colunas desta faixa podem ser ou nao preenchidas. 
Por exemplo, se no nó 43 o potencial é prescrito igual a 
10, poderemos ter o cartão preenchido como segue 
l l [ 14 13 1 l l l l}t\ol~IEINlcirlAILl;\I l \1 1~111111 
~---1! FAIXA · , 2t FAIXA · - 31 FAIXA 
Tambêm, neste grupo, a ordem de disposição dos cartões e 
qualquer. 
5) Coordenadas dos Nós no Interior do Domínio 
As considerações para este grupo de cartões sao 
as mesmas feitas para as coordenadas dos nós no contorno. 
Saída do Programa 
A saída do programa consta de duas partes, na 
primeira delas encontrando-se a impressão dos dados introdu'. 
zidos e na segunda a impressão dos resultados. Na 
sao dos dados constam ainda o número de pontos de 
impre~ 
integr~ 
çao (igual a 12) utilizados sobre o elemento triangular no 
processo de integração numérica,e a área de cada elemento 
calculada no programa. Esta primeira parte da saída do pr~ 
grama tem a finalidade de assegurar ao usuário a oportunid~ 
de de oonferir se os dados foram ou não corretamente fornecidos. 
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Na impressão dos resultados constam, inicialmente, os pote~ 
ciais e derivadas dadas e calculadas dos nós do contorno, e, 
posteriormente, os potenciais calculados nos nós do interi 
or do domínio, quando estes existem. Se nao introduzimos 
nós internos, o programa emite mensagem alusiva a tal fato, 
bem como, se alguns enganos (já levantados no texto) são co 
metidos ao se criar o arquivo de dados. Nestes últimos ca 
sos o programa é automaticamente interrompido após a emissão 
da mensagem. 
Nas páginas seguintes encontramos, a título de 
ilustração, o arquivo de dados do primeiro exemplo do cubo 
apresentado no capítulo V e, a seguir, a listagem completa 
do programa. 
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TESTE DO CUBO 
TRANSFERENCIA DE CALOR 
TEMPERATURA 
GRADIENTE DE TEMPERATURA 
16 12 7 JJ • 
16 CARTESIANAS 
1 1. JJ • 1. 
2 1. JJ. JJ • 
3 1. 1. 1. 
4 1. 1. JJ • 
5 JJ • 1. 1. 
6 JL 1. JL 
7 JL JJ. 1. 
8 JJ • JJ • JJ. 
9 1. JJ. 1. 
1/J JJ. JJ. 1. 
11 1. 1. 1. 
12 JJ. 1. 1. 
13 1. JJ • JJ • 
14 JJ • JJ • JJ • 
15 1. 1. /J. 
16 JJ • 1. JJ. 
1 1 2 4 
2 1 4 3 
3 3 4 6 
4 3 6 5 
5 5 6 7 
6 7 6 8 
7 7 8 1 
8 1 8 2 
9 1/J 9 11 
l/J 1/J 11 12 
11 13 14 15 
12 15 14 16 
1 DERIVADA JJ. 
2 DERIVADA JJ • 
3 DERIVADA JJ • 
4 DERIVADA JJ • 
5 DERIVADA JJ • 
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6 DERIVADA /J. 
7 DERIVADA /J. 
8 DERIVADA /J . 
9 POTENCIAL 1/J. 
1/J POTENCIAL 1/J. 
11 POTENCIAL 1/J. 
12 POTENCIAL 1/J. 
13 POTENCIAL /J. 
14 POTENCIAL /J. 
15 POTENCIAL /J. 
16 POTENCIAL /J. 
7 CARTESIANAS 
1 /J. 5 /J. 5 /J. 5 
2 /J. 5 /J. 25 /J. 5 
3 /J. 5 /J. 75 /J. 5 
4 /J. 7 5 /J. 5 /J. 5 
5 /õ.25 /J. 5 /J. 5 
6 /J. 5 /J. 5 /J. 7 5 
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PROGR~MA TESE 
C PROGRAH~ PARA ANALISE OE PROBLEMAS DE CAMPO EH 
C DOMINIO fRIOlMENSIONAL, PELO MEfOOO DOS ELEMENTOS OE 
C CONTORNO, COM CONSIDERACAO !~TERNA DE NOS MULl!PLOS, 


































- TITULO ao PROGRAMA 
- POTE~CIAL CONSIDERADO 
- DERIVADA )0 POTENCIAL 
- NUMERO TOTAL OE NOS NO CONTORNO 
• NUMERO TJTAL OE ELEMENíOS 
- NUMERO TOTAL OE NOS NO INTERIOR 00 DOH!NIO 
- NUMERO DE PONTOS DE IN!EGRACAO (IGUAL A l~J 
- CON!TANTE QUE DEPENDE 00 POTENCIAL CONSIDERADO 
- CODRDENAOAS DOS NOS DO CONTORNO E DOS NOS INTERNOS 
- CONETlVIa,oE DOS ELEHENTOS 
- AREADO ELEMENTO fRIANGIJLAR 
- CDNOICOES OE CONTORNO ('POTENCIAL' OU 'DERIVADA') 
- INICIALMENTE POTENCIAIS E DERIVADAS DADAS E, 
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• INICIAL~ENfE POfENC!AIS E DERIVADAS CALCULAO~S 
E, POSfERIORMENTE, DERIVADAS DADAS E CALCULnDAS 
• POíENCIAIS CALCULADOS NOS PONTOS INTERNOS 
- VEfORES QUE COMPORTAM 05 ELEMENTOS DAS MATRIZES 
"G" E "H" QUE CO~POEM O SISTEMA "HU = GD" 
• COORDENADAS TRIANGULARES DOS PONTOS OE INTEGRACAO 
- CONSTANTES-PESO DOS PONTOS DE INTEGRACAQ 
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e INOICES DE LEITURA E [MPRESSAn 
e 
IL = 5 
II = ó 
e 
C !MPRESSAO DO CABECALHO 
e 
'n R I TE< I I, 1 O 11 O l 
e 
C NUMERO OE NOS POR ELEMENíO 
e 
NNE = 3 
e 
C NUMERO f01AL OE LIN~AS •REPETIDAS" E COLUNAS A SEREM SOMADAS 
e 
1HLR = l.(;i) 
NC = 2 
e 
C LEITURA E IN~RESSA8 DOS DADOS 
e 
CALL OAOOS cx,r,Z,CON,CC!,POT,IL,ARE,NOR) 
e 
fOAODS = fl~E(2l 
e 
C COHP05!CAO DA5 MATRIZES •G• E •H• ALOCADAS NOS VETORES "VG• E "VH• 
e 
CALL !NDIC cx,y.z,:c1,IR,NLR,NNC,SS,lNO) 
CALL FMAfR IX,Y,Z,CON,CCl,POT,F,VG,VH,NLR,P,ARE,NOR,CS,FF) 
e 
íFMAfR -= TIJE 12 l 
e 
C SOLUCAO 00 SISTEMA DE EAUACOES PELO ~ETODO DE GAUSS 
e 
CALL GAUSS (VG,VH,F,INO,!R,NLR,CCl,ºOT,X,Y,Zl 
e 
TGAUSS = TIME CZl 
e 
C CALCULO DOS POfENC!-IS NOS PílNíOS INíERNOS 
e 
!FC NNI .EQ. Ol GO ffJ 100 
CALL INTER CX,Y,Z,CDN,POT,F,Pf,VG,VH,ARE,NOR,FFl 
e 
lOO ílNfER = íl'!EC2l 
e 
C l~PRESSAO DOS RESULíAOOS 
e 
CALL SAIO~. <POf,F•PI,NNll 
e 
C CALCULG E IMPRESSAO DOS fEMPOS DE EXECUCAQ 
e 
íTOTAL ·-
fSA I\l,\ = 
f[NfER = 
TG~ USS = 
TIME(Z) I 
Cfl'IE(2) -
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-2lK,'00MINI0 fRIU!~ENSIDNAL',ltX,'•'IZOX,'•',54X,'•'l20X'•' •2tX,'E 
-LEMENTOS TRIANGULARES',llX,'•'/?JX,'•',3lX,'COH VAR[ACAD LI~EAR',4 
- X , " ~ • , 2 ( / 2 O X , • ,-.. " • 5 4 '!< • ' li' ' ) / 2 0 X , 5 6 { ' 'r ' ) ,. 2 C / 2 O X ,. ' .í- • , 5 4 X , " t " ) / 2 O X • ., ~ ' , 
-5X,'PROGRAM4 CE ENGENHARIA CIVIL - COPPE/UFRJ 1 ,HX,••'/2JX,'•',54X, 
-•,•12ox,•, 1 ,5X,'fESE OE MES!RADO - 1979',?óX, '•'•2(/2Jx,•••,'54X,• 
- 1r ' ) / 2 O X, ' 1: • • 5 X , ' .i\ U TO R: t , '4 3 X i,, ·; ~ • / 2ü .X , " .- ' , 5 4 X ,. ,. 1t • / Z {) X , " ~ ' , l 1 X , 'P E ORO 
- AUGIJSfO CEZAR OLIVEIRA íJf SA',9X,'•',2(/20X,'•',54X•'·•'l/2:1X,'•', 
- 5 X , 'ü RI EN T,\!) O R : ' , 3 3 X , ' • ' / 2 U X, ' • ' , 5 t, X , ' • ' / 2 O X , • " 1 , l 6 X , ' A :-J ORES L U 00 V 
- I e o H ~ L B R I r f E R 1 • l 2 X' ' • ' • 2 ( / 2 o X ••• ' • 5 4 X • ' • ' ) / 2 o X • 5 ó ( ' ., t ) / l H l ) 
llJ:) FORMAf(lHl,26C/),24X,48(',')/c1,X,'•'·4óX,'•'/24X,•••,sx, 1 TD1P(l$ OE 
- PROCESSAt'E"lfO DO PROGRAMA' ,6X,' •'l24X,' •' ,46X,'•'/21,X,46(' •' l/?·4X 
- • f ':e' 1 , 4 Ó X, • 'l' t / 2 4 X . ., t 1r t , X , f UNI D .i\ O E ! ') E G UN DOS f , 2 8 X , 1 '7 f / 2 4 X> t ~ t , 4 'Õ X " '9 ;., ' 
-l24X,4B('•'ll24X,'•'•3ZX,'•',l3X, 1 • 1 /24X,'•',X, 1 SEGMENTíl DO PROGRA 
- MA ' , 1 1 x , ·, .\ • ::- 4 x , , r E.., P o , , 4 x ,. 1 '" " 1 2 ,,. x ,. 'A ,... .. , 3 2 x , ·, "' • ,. 1 3 x .~ , ~ • , z 4 x ,. '• a e ·• lt' 1 1 , 




-x,,~,,x.f1J.3,2X,',r'/?4X,'t',~2X, 1 T'~l3X,'~'l24x,•~•,x,'rORMACAO O 
- AS MA T R I Z E S ' , l :J X, ' " ' , X , F l J • 3 , 2 X , 1 -r ' /? lt X., ' ~ 1 , 3 2 X , ' ·, ' .. l 1 X , 1 1r • / 2 4 X , 1 ~ 
-•,X,'S0LUCAO CD S1SfE~4 DE EQUACOES',X,'•',X,Fl0.3,?X,'•'l24X,•••, 
-32X,'•',13X,' •'/24X,'•',X, 1 PQJENCIA1S NOS PONTOS INTERNOS',X, '•',X 
- , f 1 O. 3 , 2 X , 1 .;- ' / 2 4 X, ' i- 1 ,. 3 2 X , ' .-r ' , l J X , t "' / 21,, X , ' _'f • , X • ' I MP~ E S S k O O E R E S U 
- L r A o o s , , H x , , T • , x ... F 1 1 • ~ , 2 x , ·• ., , , 2 4 x , , ~ , .. 3-2 x , , r , , 1 3 x , , .,, , , 2 4 x , 4 9 e , .. , ) .1 
- 2 4 x , • .r ·• , 3 2 x " ·1 ., ' ,. 1 3 x , , T 1 1 2 r, x .. ·, " ' , t 3 x .. • r o r A L • , 1 4 x , -, !r 4 , x , F 1 o • 3 , 2 x , ' ~ .. 





SUBROUf!NE QAOOS (X,Y,Z,CON,CCl,POf,IL,ARE,NORl 
e 
C SUBROflNA PARA lEIIURA E !MPRESSAO DE DADOS 
e 






1' • NN I 
! I , M NC 
NNE,NEL 
flS!(12,5l,0'1E(l2) 
x e 1 J , Y e 1 J , z e 1 > , e o N e 1 J , e e 1 e L 1 , ;, n r e 1 > , 
e 
PlfE'GER 
R EA l. 
C C 2 ( 2 J ,p J , IP ( ? :J l , PC ( 6 l , D PC n l , A 'H: C I l , NO~ C l J 
CllN 
C LE_IfURA E. !'1PRESSAJ Jn rr fUl.\l )0 PRf);•,.~:-rn 
e 
REAO( ll.tJJJ> lP 
,rnrr;::cn,11001 fP 
e 





C LEITURA E .!MPRESSAJ DO NOME DA DERIVADA UO POTENCIAL 
e 
READ( IL, 12001 DP 
\H1ITECI!,14()[)J IJP 
e 





NPI = 12 
WRifEC1I•1600l NNC,NEL,NN!,NP!,P 
e 
C VALORES DAS COORDENADAS TRIANGULA~ES E DAS CONSTANTES-PESO 










CALL COORO CX,Y,Z,NNC,O,IL,ll) 
LEIIURA E lMPRESSAO DA CONETIVIDADE DOS ELEMENTOS 
WRITECII,16001 
ILI = 4 
00 100 I = 1,NEL 
REAOCIL,19JJ) J,CCON{lJ, l = NNE•CJ-11+1, NNE•J> 
AUX = NNE • J 
Kl = CON(AUX-2) 
K2 = CONCAUX-1) 
K3 = CON(AUX> 
Xt = X(Xl> 
X2 = X(K2) 
X3 = XCK3) 
Yl = Y(Kl) 
Y2 = YCK2) 
Y3 = YCK3) 
Zl = Z{Kll 
Z2 = ZCK2J 
Z3 = ZCK3l 
CALL AREAS CX1,X2,XJ,Yl,Y2,Y3,Z1,Z2,Z3,A,8,C,AREA,1I,Jl 
ARECJJ = AREA 
NDRCAUX-2) • A 
NOR(AUX·ll = 8 
NORC~UX > = C 
100 CONTINUE 
DO llJ I = l,NEL 
NRiíECII,2000) I,CCON(Ll, L = NNE•(l-11+1, NNE•Il,ARECI) 
ILI = ILI + l 
!FC !LI .NE. 40) GO íO llO 
WRITEC I1,2lJJ) 
ILI = O 
110 CONHNUE 
e 
C LEirüRA E IMPRESSA,) ü,\S COND1Cl1(5 DE CONTORNO 
e 
e 
\4 RI TE C I 1 , 2 2) :l l 
fL t = 1, 
00 120 I = l,NNC 
RE.\D(I L, 2300 l 
IFCCCl(Jl .IS. 
IFCCCl(J) .IS, 
W R I TE C I ! , 2 4 IJ O J 
sroP 
120 CONTINUE 
DO l30 I = 1,NNC 
J,CC!(Jl,CCZ(JJ,POTCJl 
•POfENC'J Gíl TO 120 
'DERIV;\' l GO ro 120 
J 
,rn I TE ( l I • 2 50 O l I • C C l C I l, CC2 ( I l • PO T C I l 
ILI= ILT • l 
IF(ILI .NE. 401 GOTO 130 
WRirE( II,,2100) 
ILI = O 
130 COIH!NUE 
C LEITURA E IMPRESSA] DAS COORDENADAS DOS NOS INfERNOS 
e 
IF {NNI .[Q, Jl GO ro l4J 
\oi R I TE C I I , 2 6 r, O l 
CALL CO(IRD (X,Y,Z,~NI,NNC,!LdI) 






l3JO FOHMAT<////?.JX,'i'flf~cJCIAL CíJN:'IOER,\D0:•,2x,6Aó) 
1400 FOHMAf(/20X,'0ER1VAOA DO POTENCIAL:',2X,6A6) 
15JJ FDR'IA T{3( I5,5X l ,F.1 ú,{) l 
1600 FORMAf(////20X,'0A)0S DO PROGRAMA'//// 
ZJX, 1 NUHERO OE NOS NO CONTORNO 
20X, 1 NUMERO DE ELEMENTOS 
2JX,'NUMERO DE NOS NO !Nf(qro~ DO OOHINIO 
20X,'NUHERO OE PONIOS DE INTEGRACAO 
2JX, 1 VALOR DA CONSTANTE P 
170J FOR~A.í(lrll///20X,'C0DRDDJAl1A5 )OS NOS 00 CO~JfOl<NO') 
l8JJ FORMATC1Hl///2JX, 1 ~0NET!VIU~OE OD~ ELEMfNTOS 1 
/ li 2 u X, ' E I_ E '·I EN f O• • l 6 X • • MOS' , 2 5 X , • AR E A ' / ) 
l'JJ:J FílRMATC4(15,5Xll 
21}()/J FOHMAT(/23X,!S,6X,3(I5,3X),6X,Et2,5l 
21'.lJ FORM/<l( lHl//l 
220/J FOfH!ATC 1Hl///2()X, 'é:ílNl)ICOES OE CUNíOílNO' 
/ / / 2 6 X, ' il fJ ' , 3 3 X , ' i/ ,\ L li R I' I< E S C R I f D 1 / l 
230(,1 FORMATCI5,5X, A6,A4,Fl0,()l 
=',8X,I5// 
=•,ax,rr,11 
= 1 ,8X,I5// 
=',3X,I5// 
=·1 ,X,[12.5) 
2400 FURMATC////,JOX, 1 0 TIPO DE CONOICAO DE CONTORNO 00 N0 1 ,X,I5l/32X, 1 
-NA.O ESTA PRFVInO Ni::STE PROGRi\MA,'//36:X,'ESCOLHA POfEMCIAL OU OERI 
-VAOA. 1 //3sX,5('•'l, 'PRDGRA/-!~ E'JCERflAD0',5(' •' ll 
250(1 FORMAT</23X,I5,13X,A6,A4,13X,E12.5l 
2600 FORMAT(!Hl///20X,'C00RDENAD~S DOS PONTOS NO l~TE~IOR 00 OOMINIO'I 
27J~ FDRMAT(///27X,'MAO FOI SOLICITADO O CALCULO DO POTE~CIAL'•l/32X, 
-•EM PONíüS NO INTF~IOR DO DOMINIO• J 
ENO 
~UBROUT [NE PESOS 
e 





e V .~LOilES u ,l' s COORDENAtHS TRIANGULARES J:' DOS PESDS 
e 
QSICldl = u.B73821971n1&996 
QS[( 1,2) = J.J63:JB9Jl.449l5:12 
QS!Cl,3l = QSIC1•2l 
QS!(2,tl = QSJ(l,2) 
fJ$[(2,2) = qs1c1.i1 
QSI(2 .. 3) = IJSI(l,2) 
0Sl(3,ll = 1~IC1,2l 
QSI{.3'"2) = 9Sl{l,2) 
QSI(_3!3l = QS!Cldl 
1.1SIC4,tl = 0,511426519658179 
QSI(l;,2) = 0,249?86745170910 
QSIC4,3l = ic1SIC4,2l 
QS1C5.tl - QS1(4,~l 
QS1{5,2> = QS!(4oll 
0S[C5,3l = Q$I(4,Z) 
QS1(6, l l = QS!C4,2l 
QS!(G,2l = G!Sl C4,2 l 
QSl(6,3l = QS1C4dl 
QSIC7dl = J,E365J?499121399 
Q5IU,2l = 0,310352451033785 
QSIC7,3) = J.J53145J49844816 
QSI(a,1) = QS!(7,2l 
t,SICtl,2) = (lSI(7,31 
QSI (8, 31 = QSIU,lJ 
QSI(9,1 l = (lSICl.31 
QS IC9,2) = 1)S1{7,1) 
flS1(9,3l = ,1SIC7,2l 
QSl(!J.t} = QS!(7,tl 
Q S I { 1'.i , 2 l = QS!Cldl 
,JSHl0,31 ; !,SI (7,2 l 
Q'iICl!,lJ = QS!C7,3l 
QSIC11,2l = JSI{7,2l 
QSU!l, 3) = 0S!C7,ll 
QS!Cl2'1l = 0SIC7,2) 
QSI 02, ?J = llS!Udl 
i,SlCU,3) = QS!C7dl 
O ME Cl) ; O,D508449n&370207 
O~E(Zl = íl~E(ll 
OMEC3J = O ~E C l l 
f-' 
OMEC4l = O, 116786275726379 1') Ln OME(5) = O ME (f+J 
OME(f,l ; DME(4l 
OME(7l ; 1,J8Z85lJ75618374 
OME(Bl = O ME C7 l 
0>1EC9l ; IJME{ 7l 
OME( 10) = O ME (7 l 
OME(Lll = ClMEUl 
OME{l2) = OMEC7l 
REflJRN 
ENO 
SUBfWUTINE CJORD (X.,Y,Z,'lNCI,'1,IL.•II> 
e 
e 'r .~ ~ -t ;'( "' \- ;\' t ~ ,'? ..... l't 'r Ir ~ ...... .., '"' Ir -'t .... ,'r ... k 'r ~ Ir ,'t ~ ~ 'r * ...... Ir ,\' ,t 'l' Ir ,'r .., ·" .\o ~ 'r % ·.t :r Ir ,'r 'r ... \' Ir ~ .1r Ir ,t .\' tr " i.. "' t' 1' .. rr Ir 1' 
e SUBROTI~A PARA CAL~Ulíl DAS COONO~~Anfts aos NOS 






A UX 1 = o. 
ILI = 2 
REAC( ll• 10•:)ill NNfC, TC 
l H TC • I S • 'CARH:S') GO TO ! 1 J 
IFC rc • I S • 'C IL lND') GO r e 1 30 
l F ( TC • IS • 'éSFE'<l'l GO TO ?JJ 
W RI TE ( I l, 1100 l 
STOP 
\iRI fEC1 l, 12no1 
l L 1 = ILI • 3 
00 12,J I = l,NNTC 
,qE.~O ( !L'1300l J,X(J•MJ,Y(J•'1J,Z(J+Ml 
HRITE{ll,14)11 J,XCJ+Ml,Y{J•MJ,Z<J•Ml 
ILI= ILI• 1 
IF( ILI .NE. r,o) Gi.l TIJ t2J 
WR !TE( II ,2{•00 l 
I L l = O 
12J CONTINUE 
AUX 1 = /\UX 1 + NNfC 
ILI = J 
IF(AUXl .[Q. NNCI) GO ro 280 
Go ro 100 
13:J AUX2 = J. 
140 REAOCTL,1000> NNUA,UA 
IF( U,\ • IS. •GRAUS 'l GO rn [5:} 
!F(U~ .rs. 'í{ADIAN'J GO íO 170 
GO TíJ 22J 
15L1 'r1Rl TECI I, 15(•0) 
1-' 
"' "' 
ilI = ILI + 3 
00 16J I = !, NNUA 
READ C !L,13DOI J,XCJ•Ml,Y(JtMl,Z(J+Ml 
W RI TE ( I l , l 4 J:) l J , X C J t M l, YC J + M ) , Z ( J • M l 
Y(J+Ml = YCJ•Ml • 3,14159265359 / 180 
R = X(JH1l 
X(JtMI = R • COSCYCJ+Hll 
YCJ•~I = R • S!N(YCJ+H)l 
ILI=ILI+l 
IFCILI •. ~E. 40) GO TO H,O 
•,,RI fE( I ! ,2ú()í11 
ILI = O 
lóJ CONTINUE 
GO fO 19(1 
17J NRITE(Il,16JJJ 
ILI = ILI + 3 
DO 1ao I , l,NNUA 
REMl CIL'1300l J,X(J+M),Y{J+}ll,Z{JHO 
l>R I TECI!, t t,O ri l J, X ( J+~! l .• Y LI tc' l, Z( J Hi1 
R = X(J+~\) 
X(J+M) = R • COS(Y(J+Mll 
Y(J+Hl = R • S[N(Y(J+Mll 
ILI = ILI + l 




190 AUX2 = AUX2 • NNUA 
Il l = e, 
If(AUX2 .NE. NNlCl GOTO 141 
,IUX.l = .~un • NNfC 
IFCAUXl .E,J. NNC!l GO TO 230 
GOTO 10!1 
2:J'.l AUX2 = J. 
211 REAílCILdJJJl tvNUA,U1\ 
IF( Ui\ • rs. 'GRAUS • l r,o fO 250 
220 
23J 
!FC UA • IS. 'R,IC IAN• l 
WR!TE( Ir, 1700) 
GOTO 25J 
STOP 
wRI H. C II, 1500 J 
ILI = ILI • 3 
DO ê4J ! = .\, NNUA 
READ CIL'13JO> 
WHITE( I!,tt,)Jl 
Y( JtM) = Yr J•MJ 
Z(J+'ll = ZCJ+Ml 
R 
Z(Jt~!l 






• 3,1415926536 / 190 
"3.!ftl5925516 / l~J 
,, SIN( l( J+M)) 
• COS( Z(JH!)} 
• C0SCY{JH1) l 
Y(JtMl = R • SINCY(JtMJl 
ILI=ILI+l 
IFCILI .NE, t,O> GO fG 240 
\4R I TU I I • 2 J) J l 
1 LI = O 
24J CONTINUE 
GO TO_ 27 ~\ 
<'.50 'ARITE(II,!9JJ) 
ILI = ILI + 3 
Oíl Z&O 1 = 1,NNUA 
READ CIL,13DOJ J,X(JtM),Y{J+Ml,Z(J+MI 
WR!f[(II,1400> J,X(J+MJ,Y(J+Ml,Z(J+Hl 
R = XCJ•Hl • SINCZCJ+MJJ 
Z(JHIJ = X(J+Hl • COS(ZCJ+'!)) 
X(J+Ml = R • COS(Y(J+'lll 
Y(JHI) = R • Sl'HYCJ+M)l 
ILI = ILI t 1 
IF( ILI .NE, t,;)l GO rn 2&:1 
WRIIT( II,200!Jl 
ILI O J 
26(J CON rINUE 
27D AUX2 = \UXZ t NNU~ 
ILI = O 
1-' 
"' co
IFCAUX2 .NE. NNTCJ GOTO 210 
AUXl = AUXl + NNTC 
IFC~UXl ,EQ. NNCll GO íD 280 
GO TO [:)J 
2BO REflJRN 
lJJJ FOR:-IATCI5,5X,A6J 
1100 FORMAT(ll//33X,'0 [IPO DE COORDENADA IN0ICA00'/l31X•'NA0 ESfA PREV 
-ISTO NESTE PROG~AHA, 1 //ZOX,'ESCOLHA COORDENADAS CARTESIANAS, CILIN 
-ORIC,\S OU ESFERIC,\5 1 1131,X,5( 1 ,, J,'f'ROGRAM.\ ENCERRADO' ,5( '•' ll 
l 2 O IJ FOR M,\ T ( 11 2 O X, ' C ,\ R TE SI A NAS 1 / 112 6 X, 1 NO 1 , 1 5 X , • X • , 1 5 X , • Y • , 1 5 X, • l • I l 
1300 FfJR'iA T( [5,SX, 3F 10.0 J 
1400 FORMAfC/23Xd5,3(4X,El2,5ll 
15JJ FGRM~TC/IZJX, 1 CIL!NDRICAS - GRAUS 1 /l/26X,'N0' ol5X,'fl'•l4X,'AX 1 , 
1sx, •z•n 
l & :) :) F o R Mi< H 11 2 J X. ' e I L [ N DR I e,\ s - R :, o I A N l) s' 1112 6 X •• 'J o 1 • l 5 X ' 1 R ' • 14 X • ' A X' • 
l SX, 'Z '/ l 
l7JJ FORMAT(////34X,'A UNIDADE OE ANGULO IN0ICA0A'll31X,'NAO ESTA PREVI 
-STA NESíE PROGRAMA.'/l35X,'ESCOLHA GRAUS OU RAOIAN0S, 1 1/34X,5('•'l 
·,'PROGRAMA ENCERRA'.l0',5('•')) 
1300 FORMAf(/l20X, 'E5FERICAS - GRAUS'll/26X,'NO',l5X,'~'•l4X,•AX'• 
l4X,'A2'1} 
1900 FOR)1.HC//20X, 'ESFERIC,\S-, RAOl1\N1JS 1 //l26X,'N0',t5X,'R'•14X,'AX'• 
14X, 'AZ'I} 
ZJJJ FllRMII TC lrll/1 J 
ENO 
suaROUfINE AHEAS (X1,X2,X3,Yl,Y2,Y3,Zl,Z2,Z],A,D,C,AREA,!I,JJ 
c 
C SUBRDfl~A PARA CALCULO DAS AREAS DOS ELEMENfOS fRIANGULARES 
c 
C CALCULO DA AREADO ELEMENTO TRIANGULAR 
e 
XI = X2 - X 1 
y I = Y2 - y 1 
Z I = Z2 - Z 1 
XJ : X3 - X l 
LI : y .l - y l 
ZJ = Z3 - z l 
A : YI • ZJ - YJ • ZI 
B = lI • X J - ZJ • X l 
e : XI • YJ - XJ • y l 
AREA : o.s ' SQRfO ir tr 2 + a t:ir 2 + e ~T z> IH AREA .NE. J. ) RETURN 
WRIJE{II, 1000 J J 
STOP 
1000 FORHATC////30X,'ERRO NA CONETIVIDADE 005 ELEMENT0S, 1 //32X•'A AREA 
-DO ELEMENf0 1 ,X.I5,X,'E NUL~.'//11,X,5{' • 1 >• 





SUBROUTINE INO[C (XoY,Z,CCl,IR,NLR,NNC,CS,INOJ 
e 
c~~~~~~>"'~~'ct\o~~··~~~~~k·\o~\o~~~-·~~~,,~-'f··~~1r"'f~~~·•!r•%~··""~~ .. 'c-~rr•~~~t 
C suaROT[NA PARA CALCUlíl 00 VETOR OE INDICES - IND 








X ( 1 l , YC 1 l •• Z ( 1 l, C C 1 ( 1 J , 1 R C 1 J , cs C N T L R , N C l ,I ND ( 1l 
cs 
C CALCULO 00 VE[OR "IR" E DA MAfRIZ "CS" 
e 
00 lJJ t = l,NNC 




NU( = O 
00 130 I = 1, NNC-1 
IF<I'H!J .[Q. 1) GO ro 130 
00 120 J = l+l,NNC 
IF<A~SCX(Jl - X<llJ .Gf. 0,001> GOTO 120 
IFCA3SCYCJl - YC!Jl ,Gf. 0,001) GOTO 120 
IFCABS(lCJl - Z(Ill .Gf. J,JJlJ GOTO 120 
IF(C:1cJ) .rs. 'DERIVA') GO ro 110 
LHIJ = l 
NLR = NLR • 1 
CS{NLR ,1 J = J 
CS<NLR,21 = I 
GO TO 130 
IRCJJ = 1 
NL R = NL R + 1 
CSCNLR,l) = I 






C CALCULO DG VETOR •IND" 
e 
NO= O 
NI = NNC - flLR 
DO l50 I = l,NNC 
IFCIRCIJ .E/l. ll GOTO 14:J 
NO= NO• 1 
INOCNIJl = I 
GO ro 150 
140 NI = NI • l 




SUBROUfINE FMATR (X,Y,Z,CON,CCl,POf,f,VG,VH,NLR,P,ARE,NOR,CS,Ff) 
e 
c~~·~~~~~~~~~~~~~~-~~~~·~~~~~~-~-~~-~-~-~t~~~-~~•~•~k~-~~·~~~~~,~~~-~~~& 



















I G , N I L • l 1 • NL , F I 14 
11 S I C 12 , 3 > • O •i E < 1 2 ) 
DIMENSiilN 
X ( 1 l • Y{ l >, Z ( 1 l, C ON ( l l, CC l ( l l, PO f ( 1 l, FC l l • 





C,~LCVLO OQS VE'fORES "V G" E "'VH" 
NAUX = NNC 
NIL = 3/J 6 2 5 I NNC 
IFCNNC • L E. 175 l GQ fQ 100 
NL = N[L 
FIM = o. 
GO TO 11 J 
NL = NNC 
F[M = l. 
l 1 = J 
IG = l 
00 230 I = 1, Nl 
Jl = I l • I 
FC J 11 = o. 





1 7 i) 
13 O 
190 
!NN = I • NNC: 
00 130 J = !NN-NNC•l,INN 
VG(J) = O. 
VH(Jl = J. 
CONfINUE 
OD 210 J = l,NEL 
IJ = NNE • CJ - 1) 
DO 140 ~! = l ,NNE 
KOO = CílN<IJtMl 
CONT!NUI:: 
,\REA = ARE(J l 
A = NOR( IJ+l l 
8 = NORCIJ•2l 
C = NOR( 1J+3l 
Kl = K(ll 
lf(K( 3 l ,NE, Jl) l,[l ro 150 
.~UX = l{(l) 
K(l) = KC3l 
KC3l = K(2l 
K(2) = AUX 
GO í'.l 170 
IFCKC2l .NE. Jl) GU TO l&J 
AUX = K(ll 
iHll = KC?l 
K(2l = KC3) 
K(3) = AUX 
GO TO 170 
IfCK( l l .NE. Jl l GG fD 180 
CALL INTEX CK,Y,Z,AREAl 
FF{Jt) = O, 
GO T'J 190 
CALL INTEG (X,Y,Z,Jl,FF,A,B,C,AREA,Kll 
DO 2-10 L = l ,NNE 
KL = K<Ll 
I NK = C I - l l • NNC t KL 




VH(!NK) = VHCINKJ + HHCLJ 
CONTINUE 
f{Jll = f{J1) + FFCJl) 
CDNfINUE 
f(Jll = f(Jll • P / 6 
I N I = C I - l ) • NNC + 1IJ I L • CIG - l l + I 
DO 22J M = I~N-NNC+l,[NN 
IF(M .EQ. !Nl) GO ro 220 
VHIINil = VH(INI) - VHCM) 
220 CONf!NUE 
230 CONTINUE 
DO 250 M = 1, Nlq 
I = CSCM,ll 
J = CSCl',2l 
DO 240 L = 1-NL 
LNI = CL - l l • "iNC + I 
LNJ = CL - 1) • NNC + J 
VHlLM!l = VllCLNI) + VH<LNJl 
24J CONl[NUE 
25ú CON fHJUE 
C CALCULO DA MATRIZ •A• E DO VETOR •f• 00 SISTEMA, 




00 29:) J = l,NNC 
IFCCClCJl ,IS. 'POíENC'l $0 ro 270 
DO 26J I = l,NL 
INJ = (.! - 1) • NNC • J 
AUX = VG{ !NJ l 
VGC [NJl = -VHC !NJ l 
VHCPIJ) = -AUX 
CONfINUE 
DO 2BJ L = l, NL 
Jl=!l•L 
L NJ = C L - l J • N N C + J 





If(fIM .EQ. t.) GO ro 300 
WRITEC15l {VGCil, ! = l,NL•NNC) 
IG = [G + l 
I l = I l + NL 
NAUX = NAUX • NL 
lf(NAUX .GT. Nll GO TO lZJ 
NL = NAUX 
FIM = t. 
GO fll 120 
300 RETURN 
END 
SUBROUíINE INfEX {X,Y,Z,AREAl 
e 
C SUBROTINA PARA CALCULO OA INTEGRACAD EXATA 






C DM MON 
1800 31 ~NE 
/8()05/ GGC3},HH(3),K(3) 
OIMENS!(JN 
X(ll, Y(ll,ZC ll 
REAL 
LOH 
CALCULO DOS VETORES AUXILIARES •GG" E "HH" 
DO 11) O l = 1, N N E 
GG ( Ll = J. 
HH(Ll = j) • 
CON TI NUF. 
K l = KC l) 
K. 2 = KC2l 
K3 = K C 3 l 
X21 = X( KZ) - X(S:ll 
Y21 = YC K 2) - YC K l) 
221 = Z C K 2 l - Z C K 1) 
X31 = X(lO) - X('(ll 
Y31 = Y C K 3 > - Y C K l l 
Z31 = Z C K3 l - Z(Kll 
X32 = xon > - X( K 2) 
Y32 = YCK3) - Y( K 2 l 
Z32 = ZC K3 l - ZCK2> 
012 = SQRíCX2l ., . 2 + Y21 . ~ :\' 2 • Z21 • •• 
O 13 = SQRICXH ,.. ir 2 + YH • • 2 • Z31 •• 
023 = SQRfCX32 . ~ r.. 2 • Y32 • • 2 .. l32 • • 




OH2 = SQRf(A8SCD12 ~~ 2 - H *~ 2)1 
OH3 = SQRTCA8SCD13 ~~ 2 - H ~~ 2)) 
YL2 = (X32 • X21 + Y32 • Y21 + Z32 • Z21l / 023 
YL3 = CX32 • X3l + YJZ • YJl + ZJ2 • Z]ll / D23 
IFlYL2 .LT. l.) OH2 = -OH2 
IFCYL.3 .Lf. O.) OH3 = -l)H3 
lOH = ALOG((Oll • OH3J / CD12 + OH2Jl 
OD = 012 - DlJ 
HD • H / (2 • D23l 
GGC 1 l = H • UlH / 2 
GG(?l = HD ·, 1DH3 • LDH + OD) 






SUBROUfINE INíEG cx.y.z,[,FF,l,B,C,AREA,Kl) 
e 













C CALCULO DOS VElORES AUXILIARES •GG•,"HH" E "fF• 
e 
DO 110 M = 1,12 
XM = O. 
YM :: C). 
ZM = O. 
00 10() L = l,NNE 
KL = ~Cll 
XN = XM + QSl(M,L} • XCKLl 
YH = YM • aSICM,Ll • Y(Kll 
ZM = ZM • QSICM,Ll • Z(KLl 
100 CONfINUE 
Rl = XM • X(!) 
R2 = YM • Y([J 
Rl = ZM - ZCil 
RIM) = SQRT<Rl •• 2 + R2 •• 2 ·• R3 •• 2) 
110 CONTINUE 
O =•A • X(Kl) • B • Y(~ll - C • Z(Kl) 
ABC= A• XII).+ B • Y(!J + C • Zll) + O 
FFC lJ = (l. 
!FCABSCABC) ,LE. 0.00011 GO ro 150 
00 12J M = 1,12 





ff( Il = Ff( I.l • /\BC 
00 14 O L = l, N NE 
GG(L) = O. 
HH(l) = O. 
00 130 M = l, 12 
GGCL) = GG(Ll + OMECHl • QS!{M,LI / RCMJ 
HH(ll = HHCLI • DME(MJ • QSICM,LI / R{Ml •• 3 
130 CONTINUE 
GGCLJ = GG(Ll • ARE• 
HHCLl = HHCLJ • ABC / 2 
14J CONTINUE 
RETURN 
lSO 00 170 L = !, NNE 
GGCl) = O. 
HHCLl = Q. 
D O 160 M = 1, 1 2 
GG(LI = GG(L) + OME(Ml • QSICM,LJ / RCMJ 
16J CONflNUE 




SU9ROUT!NE GAUSS (VG,VH,F,IND,IR,NLR,CC!,POT,X,Y,Zl 
e 
C••~~~~~k-~~~~~t~-~~~~~~~~~~k~~~~~~~~~~•~~~~~-~-~--~-~~~~-~•~~~~~~tt~~~• 
C SUBROTINA PARA CALCULO DO 51SfEMA DE EQU~COES PELO METODO DE GAUSS 
c~~~~··~~-t~~~~~--~-t~~~~~~~•~t~•~~~-~~~-~~-~~~---~·~~-~-~·~~~~~-~~-~~--
c 





1 I , N NC 
IG,NIL,Il,NL,FIM 
VGC l l, 1/tH l l, FC l l, I NO( l l, I'H l l, 
e e 1 e 1 , , Pa r < 1 >, x e 1 >, v e 1 1 • z e 1 1 
e fflL~NGULARIZACAO o~ ~A fR[l "A." ALOCADA NO VETOR "VG" 
e 
[K = ::l 
ffC II ,Eíl. OJ GO íu 110 
WRITE<l5J (VGCIJ, 1 = 1,NL•NNCJ 
NF L = NL 
NTB = IG 
I G = 1 
I1 = O 
NAUX = NNC 
NL = N I L 
FIM = (). 
100 REAO(lS'IGl CVGC!l, I = l,NL•NNCJ 
IFC NL ,EQ. 1l GO TO 330 
NB = N f8 - I G 
110 NNN = NNC - NLR 
JG = IG 
00 23::l K = l,NL-1 
Kl=ll•K 
IFCIRCKll .EQ. ll GO ro 230 
IK=IK+l 
KNK = CK - ll • NNC + NIL • ([G - ll • K 





DO l3J J = ~+l,NL 
Jl=ll+J 
If{IR(Jl l .EQ. l) GO TO 13'.! 
J NK = C J - 1 l • N N C + N I L • C I G - l 1 + K 
IF{A3SCVG(JNKJJ .LE. '.!.JJJJJJJJll GO TO 13J 
DO 120 I = IK ,NNN 
I O = I NO C I J 
J N I = ( J - 1 1 • N NC + I O 
KNI : (K - 1) ~ NNC • 10 
AUX = VGCJNI> 
VGCJN!l • VG(KNil 
VGCKNI} = ,\UX 
CONTINUE 
AUX = f{Jll 
F{Jll = FCKlJ 
F(KlJ = AUX 
GD TQ 170 
CONTINUE 
IFCFIM .EQ. 1.) GO fO 31 O 
DO lóJ L = 1,Nfl 
II1 = Il + L • NIL 
IF<L .EO. NBl Nl = NFL 
IG = IG + 1 
READC15'IGl (VtHll, I = l,NL.>NNC) 
DO 150 J = 1,NL 
Jl=!Il+J 
IFCIR{Jl) .[1L lJ Gíl TO 150 
JNK = (J - ll • NNC + N!L • (JG - ll + K 
IFCABSCVHCJNKJl .LE. J.JJJJJJJJtl GG TO 150 
DO 140 I = IK,NNN 
ID = INOCIJ 
J~ll = { J - l l • N N C • !D 
KNI = CK - lJ • NNC + !D 
AUX = VHCJNll 







C CIN :rI NUE 
AUX =F(Jll 
F{Jll = F(Kl) 
FCKl> = .~ux 
WRITE(lS'IG) (VHCI), I = l,NL•NNC) 
!G=IG-L 
NL = NIL 
GD TO 170 
CONTINUE 
CONflNUE 
GO TO 31J 
00 190 I = ~+1,NL 
Jl=Tl+I 
If(lR(Jl) .EQ. ll GOTO 190 
INK = (! - ll ·' NNC + NIL • CIG - ll + K 
VG{INKJ = VG(INKl / VG(KNKJ 
DO 130 J = IK+l,NNN 
IJ = !NOCJJ 
I N l = ( I - l J • NNC + I J 
KNI = CK - li • NNC + IJ 
VG(INIJ = VGCINI> - VGCKNil • VGC[NiO 
CONTINUE 
F{Jll = F(Jll - F{Kll • VGCINKJ 
CONTINUE 
IFCFIM .EQ. t. J GO TO 230 
DO 220 L = l • NB 
III= II + L • ~Il 
IFCL .EQ. Nfl) Nl = NFL 
IG = IG + 1 
READ( 15 1 [G) { VH(I ), I = l,NL•NNCJ 
DO 211) l = 1,NL 
Jl=IIl+I 
IF( IR(Jl) .E•). 1.1 GO ro 210 
I NK = ( I - 1 J • N NC + N I L • ( J G - l J + K 
VH(INKl = VH(INKl / VGCKNKJ 
00 200 J = IK+l,NNN 
IJ = INOCJ) 
INI = CI • 11 • NNC + !J 
KNI = (K • li • NNC + !J 
VH( PII l = VIH INI l - VG<KNI J • VH( INK l 
200 CONTINUE 
F(Jll = f(Jll - FCKlJ • VH(I~Kl 
210 CONTINUE 
WRITEC15'1G} CVHCil, I = t,NL•NNCJ 
220 CONTINUE 
l G = I G • NB 
Nl = NIL 
230 CON fINUE 
24'.l 
IFC FIM .EQ. l. J GO TO 33:) 
Kl =lltK 
IFC IRCKl) .EQ. ll G'J TO 32J 
IK = IK + 1 
KNK = (K • ll • NNC + NIL • CIG - l l + ;~ 
!FCABSCVGCKNKll .GT. O.OOODOODúlJ GOTO 270 
00 ,260 L = t,NB 
[ I l = I 1 + L • NL 
IFCL .EQ. NBl NL = NFL 
IG=IG+l 
READC15'IGJ CVH(Il, I = 1,NL•NNCl 
00 25J J = l, NL 
Jt=I!l+J 
IFCIRCJll .EQ. 1) GOTO 250 
JNK = (J - 1) • NNC + NIL • ( JG - l l + K 
IFCABS(VH(JNK)) ,LE. 0.000000001, GO ro 250 
00 240 I = IK,NNN 
!O= !NO{!J 
JNI = C J • l l • NNC + IO 
K N I = C K - l} • NNC + I O 
AUX = VH( JN!) 
VHCJNI J = VGCKNI l 
VG(KNI l = AUX 
CONT! NUE 
25J 
AUX = f{Jl) 
f(Jll = F(Kll 
F{Kl) - AUX 
WRITE(15 1 IG) fVHCI), l = 1,NL•NNCl 
fG=IG-L 
Nl = NIL 
GO fD 270 
CONflNUE 
2ó0 CON.f!NU[ 
GO TO 3tJ 
270 DO 300 L = l,NB 
III= Il + L • NIL 
!FIL ,EQ. N3) NL = NFL 
IG = IG + 1 
REAOCIS'IG) {VH(Il, ! = l,NL•NNCI 
()0 290 I = l•NL 
Jl=!Il+I 
IFIIR(Jll .EQ. ll GO íU 290 
I NK = CI - 1) • N N C • N I l • 1 J G - 1 l + K 
VH(INKJ = VH(INKl / VG(KNKl 
00 2BJ J = IK+l,NNN 
IJ = l'JO(Jl 
!NI = II - ll • NNC + IJ 
K N I = { K • l l • NNC + l J 
VHCINI} = VH(INI) - VG{KNI> • VHC!NK) 
280 CONTINUE 
f(Jll = F(Jll - f{Kll • VH(INK) 
29J CONTINUE 
WR1fE{l5'I6J (VH(!), l = t,NL•NNCl 
3:)J CONTINUE 
IG = IG - NR 
NL = NIL 
GOTO 32J 
310 'iiRiíECII, 10001 Kl 
STOP 
323 WRIH:(15' !G} <VGCil, I = 1,)IL•N"ICJ 
e 
IG = IG + l 
I l = I l + Nl 
NAUX = NAUX - Nl 
IFCNAUX .GI. Nll GO TQ 100 
NL = NAIJX 
FlM = !. 
GO fO 100 
C CALCULO DOS POTENC!•Is E OERlVAOAS POR RETROSU8Sf1TUICAO 
e 
3 30 IAS = O 
IN = INO(NN'.',J) 
34 O I Ul = I N - (I G - 1 l • N l L 
IFCIUL .GT. )) GO ro 35J 
IG = IG - 1 
IAB = l 
GO ro 3-~0 
35:l If( IAB .EQ. :)l GO TO 3óJ 
REA0(15'IGJ (VGC!), I = l,llJL•NNCl 
360 INI = (!Ul - !J • ~NC + IN 
IFCABS(VGCINill .LE. o.ooooouOOlJ GOTO 41•0 
FCINJ = FC!lll / VGCINIJ 
IFCIUL .NE. ll GOTO 37J 
I l = I N 
GO TO 41J 
370 JK = i) 
DO 390 K = 1,IUL-1 
Ji=IN-K 
lFC!RCJll .EQ. ll GO ro 390 
Jrí=JK+l 
I K = I UL - K 
INK = CIK - 1> • NNC + NIL • CIG - ll + IK 
s = o. 
DO 380 J = NNN-JK+l,NNN 
IJ = INO(Jl 
INI = OK - l l • NNC + IJ 
S = S + VG(INil • F(IJl 
380 CONTINUE 
F{Jl) = {F(Jll - S) / VG{[NKJ 
390 CONfI"WE 
400 IF<Jl .EQ. l) GO TG 45J 
I l = J 1 
410 IG = IG - l 
REA0(15'1G) CVGCIJ, I = 1,NIL•NNC} 
00 430 K = O,NIL-1 
Jl=Il-K-1 
IFC!R(Jll .EQ. ll GO íO 4'.~0 
JK = J K • l 
IK=NIL-K 
INK = CIK - 1) • NNC + NIL • CIG - 1) + IK 
s = u. 
DO 420 J = NNN-JK+l,NNN 
IJ = lNDCJl 
IN! = CIK - ll • NNC + IJ 
S = S + VGCINI> • FCIJl 
42D CONTINUE 
F(Jl) = {f(Jll - S1 / VG(INK) 
43:J CONHNUE 
GO TD 400 
4 4 O W RI TE ( I I , 1 Ot10 l r:-J 
STOP 
e 
e COLOCACAO DOS PO[ENCI~IS EM •por~ E DAS DERIVADAS EM "f" 
e 
453 DO 46J I = l,NNC 
IF(CCl(Il .rs. 'f'OfENC'l ~o fO 4,,0 
AUX = POT(Il 
PO r ( I l = H I l 
FCil = AUX 
460 CONTINUE 
NNN = NNC - NLR 
DO 48J I = l,N!';N 
llJ = ING(!) 
00 470 J = NNN•l•NNC 
IJ = INOCJ) 
IFCA3SCXC!Jl - KC!Dll .Gf. O.OOll GO rD 470 
l F {AS S C Y CI J l - Y< I O)) • G T. 1. J J1 l GO ro 4 7 J 
If"CARSCZCIJl - ZCIDll .Gf. f).001) GO fJ 470 
POICIJJ : POT<IiJ) 
470 CONTINUE 
480 CONTINUE 
RE T URN 
1000 FORHAíC////34X,'5I~GULARIDADE NA L!NHA 1 ,X,I5 
//34X,5( '•' ), 'PROG'<AM~ ENCER~l\00' ,5(' •' l l 
EN D 
SUBRDUTINE [MTER CX,Y,Z,CON,POT,F,PT,VG,VH,ARE,NOR,FFl 
c 


















P IC 1 l • VG ( 1 l , V H C 1 l , I il C 1 l , AR E C 1 l , NO R { l l, F F ( l l 
CON 
NOR 
C CALCULO DOS POTENCIAIS NOS PONTOS INTERNOS 
c 
N.<\UX = NNI 
N !L = 30625 / NNC 
IFCNNI ,LE. NIL) GO Tíl t.J:) 
NL = NIL 
FIM , J. 
GO fü 110 
lOJ NL = NNI 
FIM = 1. 
l1JI1=J 
121) DO 180 1. = 1, NL 
Jl=!l•I 
N = NNC + Jl 
Pl{Jl) = J. 




DO 13!.l J = INN-NNC+ld'.>lN 
VGCJ) = O. 
VHCJl = O. 
CON fINUE 
00 15:l J = l,NEL 
IJ = ~NE • CJ - ll 
00 14:l M = l,NNE 
K(MJ = CON(IJ+Ml 
CONTINUE 
AREA = ~RECJJ 
,\ = NORCIJ+ll 
B = NORC IJ•2> 
C = Nü~ClJ>3) 
Kl = K(tl 
CALL INTEG CX,Y,Z,N,FF,A,B,C,AREA,Kll 
DO 150 L = 1,NNE 
KL = KCL) 
l N K = ( l - l l • NNC • K L 
VGU:J;~ J = VG( INK) + GGCL l 
VHCINKl = VHCINKl • HHCLl 
CONTI "JUE 
PICJ!l = Pl(Jll • FFCJIJ 
160 CONTINUE 
PICJll = PTCJl) • P / & 
DO 170 J = 1,NNC 
!NJ = CI - ll • NNC + J 
PICJl) = Pl{JlJ • FCJJ • VGCINJ) - POf(Jl • VHCINJJ 
170 CONTINUE 
Pl(Jll = PI(Jll I 12.56637 
180 CONTINUE 
IHFIM .EQ. 1.) GOTO 193 
I 1 = I 1 • "JL 
NAUX = NAUX - NL 
IFCN/\UX .Gr. NLl GCl TO 121'! 
NL = NAUX 










SUBROUTINE SAIGA CPOT,F,PI,NN!J 
e 
c~~~~kt~~~~~-~~~~~~tt•~·····~~~~•tt\•t~~~~~~-~~t~~~t••~--~T~~·k-~T·~~~~-






! l , N NC 
POT C 1 l, FC 1 l, PI C 1 l 
e 
e IHPRESSlO DOS POfE~cr,rs E DERIVADAS NO CONTORNO 
e 
WR! ft.C 1!, 1000 l 
ILI = 5 
00 1.(Jíl 1 = 1, NNC 
WRITE(II.tlJJJ I,POf<Il,F(l) 
!LI= ILI + t 
1FCILI ,NE. 4JJ GOTO lJJ 
rlRifEC II, 1400> 
ILI = J 
100 CDNJINUE 
IFCNNI ,EQ, Ol GOTO 120 
e 
C IMPRESSAO DOS POTENCIAIS NOS PONfOS INfERNOS 
e 
ll'lI TE( I 1, 12(10 l 
ILI = 4 
DO 11:l I = l,NN[ 
W1HfECIIol300l !,P!(I> 
ILI= Ili+ l 
IFC!LI ,NE. 40> GOTO 110 
1;RirECIJ,ll100J 
iLI = :J 
110 CON fINUE 
120 RETURN 
1000 FORMAfC1Hl//2CX,'RESULfAD0S 00 PROGRAHA'l///20X• 1 POfENCIA1S E '• 
'DERIVAO.\S NO CONTORN0 1 /l/26X,'N0' ,lX,'POTENCI~L' ,8X, 
'DERIVAOA'/l 
llJJ FOR~ATl/23X,l5,2(4X,El2,51) 
12(1(.) FORM1\f(lH1///2úX, 'í'OfENCTA1S irns PONfOS l'JfERNOS' 
/li 2 6 X, 1 NO ' , 7 X, ' POTE N C I A L 1 / ) 
13 O iJ f Oi< MA f Cl 2 3 X d 5, 4 X, E 1 2, 5 1 







1. BREBBIA, Carlos A. - The Boundary Element Method for 
Engineers, London, Pentech Press, 1978. 188 p. 
2. KUTATELADZE, S.S. e BORISHANSKII, V.M. -
Encyclopedia of Heat Transfer, 
Press Ltd., 1966. 489 p. 
A 
3. LAMBE, T. William e WHITMAN, Robert V. - Mecânica 




4. SPIEGEL, Murray R. - Manual de Fórmulas~ Tabelas Mate-
máticas. Coleção Schaum, Editora Me Graw - Hill 
do Brasil Ltda., 1977. 270 p. 
5. HAMMER, P.C., MARLOVE, O.J. e STROUD,A. H. - Numerical 
Integration over Simplex and Cones. Mathematical 
Tables and Other Aids to Computation, Vol. 10 
1956. 
6. SÃ, Pedro A. c. o. de - O Conceito de Nós Múltiplos na 
Aplicação do Método dos Elementos de Contorno a Proble 
mas de Campo - Trabalho a ser publicado. 
7. HALBRITTER, A. L., TELLES, J. c. de Faria e MANSUR, W.J. -
Aplicação dos Elementos de Contorno a Proble 
mas de Campo. Anais da Conferéncia Sobre Anã-
lise, Projeto~ Construção de Estruturas de 
Centrais Nucleares, pp. 707-724, Porto Alegre, 
1978. 
8. CHAUDONNERET, Madeleine - On the Discontinuity of The 
Stress Vector In The Boudary Integral 
Equation Method For Elastic Analysis.London. 
155 
9. . CRUS E, T. A. - Applica tion o'f the Boúndary Integral 
Equation Solution in Solid Mechanics. Variational 
Methods in Engineering. Proceedings of an 
International Conference held at the University 
of Southampton, Vol. II : 9/1-9/29, 1972. 
10. GILL, S. - Structures for Nuclear Power, London, 
Parsons Ltd., 1964. 398 p. 
F. J. 
